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Capitolo 1

Azioni di Gruppo

1.1 Gruppo degli Automorfismi

1.1.1 Definizione : Sia G un gruppo, il Gruppo degli Automor fismi di G & definito come
Aut(G) ={f : G — G; fisomorfismo}

1.1.1 Proposizione : (Aut(G),o) & un gruppo

Dimostrazione : Bisogna verificare le ipotesi di gruppo : (chiusura per o) Vo, 1) € Aut(G) =
¢ o1 € Aut(G), infatti sappiamo che la composizione di due applicazioni bigettive & bigetti-
va inoltre la composizione di due omomorfismi ¢ un omomorfismo (¢ o ¢)(ab) = ¢(v(ab)) =
o(P(a) (b)) = o(¢(a))p((b)); (esistenza elemento neutro) Vo € Aut(G) ¢oldg = Idgod = ¢
dove Idg ¢ Pautomorfismo identita; (inverso di ogni elemento) V¢ € Aut(G) ¢! € Aut(G)
basta verificare che ¢ omomorfismo , in quanto ¢ e bigettiva ed esiste quindi un inversa come
applicazione, infatti ¢~ (ab), siccome ¢ surgettiva, dc, d € G tale che a = ¢(c) e b = ¢(d) quindi
¢~ (ab) = 7 ((c)o(d)) = ¢~ (d(cd)) = cd = ¢~ (a)p™"(b).

O
1.1.1 esempio : Aut(Z) = {£ldy} = (Z /97, +)
Z (inteso come (Z,+)) ¢ ciclico percio basta decidere I'immagine di un suo generatore, per
esempio 1, quindi ogni endomorfismo di Z ¢ descritto da ¢, : Z — Z con g,(1) = a e
mi chiedo quali siano bigettivi. Abbiamo che ¢,(Z) = aZ quindi aZ = Z <= a = +1 e
q1 = Idy e q_1 = —Idyz sono gli automorfismi di Z.
1.1.2 esempio : Aut(Z/mz) = Z/% 4

Z/mz € ciclico quindi ogni edomorfismo & definito da ¢, : Z/mz — Z/mz dove q.(1) = a
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e ord(a)|ord(1). Affinche sia bigettivo a deve essere un generatore di Z/,,z, quindi (m,a) =1
da cui si deduce che [{a € Z;(m,a) = 1}| = ¢(m) e |[Aut(Z/nz)| = |Z/%,4] -

Sia 7 : Aut(Z/mz) — L)%y con T(q,) = a; T(qe © @) = T(qap) = ab = 7(¢a)7(qs), € omomor-
fismo; 7(q,) = 7(qp) = a = b = q, = ¢, quindi ¢ iniettiva, percid 7 ¢ isomorfismo.

1.1.1 esercizio : Aut(Q), Aut(R) (intesi come automorfismi di gruppo (Q,+) e (R, +)).
soluzione :

1) Il campo Q ha struttura di gruppo (Q, +) e anche struttura di spazio vettoriale (@, +,-,Q),
osserviamo che ogni omomorfismo di QQ € anche un’applicazione lineare infatti conserva la somma
in quanto omomorfismo e conserva il prodotto per scalari: ¢ € Aut(Q), = € Q (n,m # 0 € Z),
v un vettore; ¢(v) =k, ¢(v) = ¢("2) = me(>) quindi ¢(%) = % = ¢(™) =no(2) = %’“ =
%(”). Ogni endomorfismo di Q e definito da ) : Q — Q con ¥ (1) = a e a # 0, ovvero ¢ un cam-
biamento di base. Verifichiamo quanto detto : ¢ ben definito infatti a = (1) = 1 (2) = my(+)
da cui V2 € Q, ¢(2) = np(L) = ¢ € Q; il nucleo ¢ keryp = {b € Q[ ¢(b) =0} = {b e
Q|ab = 0} = {0} quindi ¢ iniettiva; V> € Q con n,m € Z allora ¢(-) = = quindi ¢
surgettiva percio ¢ una bigezione. ¥ (b+ ¢) = a(b+ ¢) = ab+ ac = ¥(b) + ¥(c) quindi ¢ un
automorfismo. Sia allora ¢ : Aut(Q) — Q* con ¢(¢b,) — a; & surgettiva per quanto detto
prima, inoltre ker(¢) = {Y, € AutQ | ¢(v,) = 1} = {¢, € AutQ|a = 1} = {Idg} quindi ¢
iniettiva e vale |Aut(Q)| = |Q*|; Vg € Q* ¢(¢),) = ¢ quindi ¢ surgettiva inoltre ¢ omomorfismo

infatti ¢(1a 0 ¥p) = O(Yar) = ab = ¢(1a)d(p) percio AutQ = Q.

2) (da vedere) Consideriamo "'omomorfismo di valutazione val; : Aut(R) — R* con valy(¢) =
®(1) questo omomorfismo ¢ surgettivo infatti consideriamo ¢, : R — R tale che ¢(z) — Az
VA € R/{0} questo ¢ un automorfismo di R (semplice verifica) in particolare ¢,(1) = A. 1l
ker(valy) = {¢ € Aut(R) | ¢(1) = 1} il gruppo degli automorfismi di R che fissano Q.

1.1.2 Definizione : Definiamo Automor fismo interno (o coniugio) Vg € G 'omomorfi-
smo ¢, : G — G con ¢,(x) = grg™.

Mostro che & un Automorfismo : ¢, & ben definito inoltre Va,y € G ¢,(x)d,(y) = (9xg~ ') (gyg™) =
gz(g7'9)yg™! = gryg™ = ¢,(xy) quindi & un omomorfismo; il ker(¢,) = {z|d,(z) = grg™' =

e} = {z|z = e} = {e}; sia y € G allora ¢,(¢'yg) = y quindi ¢ iniettiva e surgettiva percio &
un isomorfismo.

1.1.3 Definizione : Int(G) = {¢, automorfismo interno di G}

1.1.2 Proposizione : Int(G) < Aut(G) e Int(G) = G/ )



Dimostrazione : Int(G) & un sottogruppo infatti : Idg = ¢. € Int(G) (elemento neutro)
inoltre Vo, ¢, € Int(G), ¢g40 ¢p = ¢gn, € Int(G) (chiuso per o), Vo, € G gb;l = ¢ -1 (esiste
I'inverso di ogni elemento) quindi ¢ un sottogruppo. Vf € Aut(G) Vo, € Int(G) f o ¢, 0
fH=x) = f(o(fH (@) = flafMa)g™) = f(@)xflg™") = f(9)xf'(9) = ¢rg)(x) questo
implica che int(G) ¢ normale in Aut(G).

Sia 1 : G — int(G) con ¢ (g) = ¢,questo & un omomorfismo surgettivo, il ker(y) = {g| Vz €

G Y(g9)(x) = de(a)} = {g] V2 € G §y(2) = de(2)} = {g] V& € G gzg™" = 2} = Z(G) quindi
applicando il primo teorema di omomorfismo si ha la tesi.
O

1.1.1 osservazione : H <G <= ¢,(H)=H V¢, € int(G) ovvero H & normale se e solo
se € invariante per automorfismi interni.

1.1.4 Definizione : H < G si dice caratteristico se e invariante per automorfismo, cioe se

Vf € Aut(G) f(H) = H.

1.1.2 osservazione : Caratteristico = normale; non vale il viceversa, infatti in Z/57 X
Z/ 9z il sottogruppo < (1,0) > ¢ normale ma non caratteristico dato che I"automorfismo v che
scambia le coordinate ¢ tale che ¥ (< (1,0) >) =< (0,1) >#< (1,0) > .

1.2 Azione di Gruppo su un Insieme

1.2.1 Definizione : Sia G un gruppo e X un insieme, un’azione di G su X e un’omomor-
fismo v: G — S(X) ={f: X — X|f ¢ bigettiva} con y(g) =1, e dove Y,(z) =g - z.

1.2.1 esempio : Sia C = {z € C*| |z| = 1} la circonferenza unitaria e X = R? allora
v : C — S(R?) con v(z) = rotany), ¢ una azione che ad ogni z associa una rotazione del
piano. Verifico che ¢ un omomorfismo: (zw) = 70lerg(zw) = T0t(94u) = TOtgrot, = Y(2)y(W)

dove arg(z) = 6 e arg(w) = u. Posso quindi scrivere ’azione come (z) = z- P dove il prodotto
a destra ha il significato di "ruoto P di arg(z)" come spiegato.

1.2.1 osservazione : Un’azione 7 definisce su X una relazione di equivalenza, x ~, y <=
dg € G tale che x = g -y = ¢4(y) (verificare che ¢ una relazione di equivalenza)

1.2.2 Definizione : La classe di equivalenza di z ¢ detta orbita di x, orb(z) = {g-z|g € G}

Allora abbiamo X = LOJ orb(z) dove R ¢ 'insieme dei rappresentanti delle orbite, se | X| < oo
zER



ho che | X| = Y |orb(x)].

TER

1.2.3 Definizione : Vz € X si dice stabilizzatore di x st(z) ={g € G|lg-z =z}
1.2.2 osservazione : st(z) < G ma in generale non ¢ sottogruppo normale.

Se due elementi dell’orbita sono uguali allora sono la stessa classe laterale in G/st(z) infat-
ti grx=h-2<= (@) =) <= paroyl) =r <= () =2z << hlg-z =
v <= hlg € st(x) & h7lgst(x) = st(x) <> gst(z) = hst(z).

1.2.1 Proposizione : Gli elementi dell’orbita di x sono in corrispondenza biunivoca con
le classi laterali di st(z).

Dimostrazione : considero v : orb(x) — G/st(x) con (g -x) = gst(x) verifico che
¢ biettiva: v(g - ) = v(h - x) = gst(x) = hst(z) per losservazione 1.2.2 = g -z =
h -z quindi ¢ iniettiva; se gst(x) € G/st(x) = (g9 - ©) = gst(x) quindi ¢ surgettiva.

O

1.2.2 esempio : sia C la circonferenza unitaria di R?; orb(P) ¢ la circonferenza intorno
all’origine descritta da P. st(P) = {id} per P # 0, st(P) = C per P = 0.

1.2.3 esempio : sia G = R e X = R? e consideriamo la mappa v : G — S(X) con
v(g9) =Yg e Yy(P) = P+ (g,0) (traslo di g lungo l'asse z); allora 7 ¢ un’azione.

Verifico che ¢ un omomorfismo : y(g + h) = 1,4, che VP € X ¢ uguale a P + (g + h,0) =
P+ (g,0) 4+ (h,0) = (P + (9,0)) = ¢¥n(y(P)) = (g 0 9p,)(P) quindi & un omomorfismo.

1.2.3 osservazione : un’azione importante e 'azione di coniugio dove il gruppo e G e
I'insieme X ¢ il gruppo stesso X = G ovvero v : G — int(G) < S(G) con v(g) = ¢, e dove
Vy(z) = gxg™'. L'orbita di x & orb(z) = {g-x|g € G} = {gzg~t|g € G} ed & detta classe di
coniugio orb(x) = cl(z) = C, . Lo stabilizzatore st(x) = {g € Glg-x =2} = {9 € Glgzg™ =
x} e detto centrazizzatore st(x) = Zg(x).

1.2.1 esercizio : N Zg(z) = Z(G) .

zeG
soluzione : g € ( Zg(r) <= grg' = zVr < g € Z(G). Se G ¢ finito allora

z€G

Vo |G| = |cly|| Za(x)] .

1.2.4 Definizione : Sidefinisce Centralizzatore di un sottogruppo di G il gruppo (| Zg(x) =
xeH
Z(H).



1.2.2 esempio : Sia G un gruppo e X = {H|H < G}, allora v : G — S(X) con
g — b, e dove ¢y (H) = gHg™' & un’azione. Questa & ben definita infatti e = geg™' €
gHg™' ,ghg™ € gHg™" = (ghg™")"' = gh7'g™" € gHg™' = gHg™' < G; ~(gt)(H) =
Vo (H) = gtHt g™ = g (H)g™ = 1, (4(H)) = (+(g) o 4(£))(H) quindi & un omomorfismo.
Lo stabilizzatore st(H) = {g € G|gHg™' = H}défN(;(H) ovvero lo stabilizzatore di H prende
il nome di normalizzatore ed é il piu grande sottogruppo di G dove H ¢ normale (H <Ng(H));
orb(H) = {gHg '|g € G} = (insieme dei coniugati di H) quindi |G| = |Ng(H)||orb(H)| percio
H <G <= Ng(H) = G <= orb(H) = {H} allora # (coniugati di H) = #{gHg '|g € G} =
[G': Ne(H)].

1.3 Cardinalita

Ricordiamo che v : G — S(X) ¢ un’azione e vale che X = LOJ orb(z) dove R ¢ l'in-

z€ER
sieme dei rappresentanti delle orbite, se |X| < oo ho che |X| = Y |orb(z)] = X ‘S%” =
TER zER

X1+ X |SL(G$‘)| dove R' ¢ l'insieme dei rappresentanti delle orbite tali che orb(z) = z ed R
©€R'  zER/R
¢ l'insieme di tutti i rappresentanti delle orbite. Se X = G l’azione e’ detta di coniugio come

nell’osservazione 1.2.3.

1.3.1 Proposizione (Formula delle Classi) : Sia v : G — S(G) l'azione di coniugio
dell’osservazione 1.2.3 allora :

|G
Gl =2(G)+ >
wetyzc) | 26(@)]
detta formula delle classi (di coniugio).

Dimostrazione : Per quanto detto le orbite sono le classi di equivalenza della relazione di
equivalenza dell’osservazione 1.2.1 e queste per la proposizione 1.2.1 sono in corrisponden-

za biunivoca con le classi laterali di G/Zg(x) percio vale |G| = Y 1+ X2 |Z|GE|1:)|? per
z€R’ z€R/R ¢

concludre osserviamo che R = {z € R|orb(z) = 2} = {x € R|gzg™' = 2z} = Z(G).

O
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1.4 Applicazione ai p-gruppi
1.4.1 Definizione : Sia p primo, un p-gruppo & un gruppo finito G, con |G| = p".
1.4.2 Proposizione : Il centro di un p-gruppo e non benele

Dimostrazione : Per la formula delle classi p" = Z(G) + X %; se Z(G) = p"
z€R/Z(G)' 7Y

abbiamo finito, se no 3z € R/Z((G) in particolare Zg(x) & contenuto strettamente in G quindi
|G/Za(x)| = p* con k > 0 allora Z(G) =p" — > p" = p|Z(G) , inoltre e € Z(G) quindi
2€R/Z(G)
|Z(G)| > 1 percio abbiamo che |Z(G)| =p° con s > 1.
O

1.4.1 Lemma G/Z(G) ¢ ciclico <= G ¢ abeliano

Dimostrazione : (=) siano a,b € G allora ab = (z' + 2)(2/ + w) dove z,w € Z(G) e
v+ 7Z(G) genera G/Z(G) e opportuni i, j € Z, quindi (2*+2) (27 +w) = 20+ 4 2iw+ 207 + 20 =
Ut 4wt + 29z +wz = (29 + w)(2' + 2) = ba.

(<) G ¢ abeliano quindi Z(G) = G percio G/Z(G) = {Z(G)} = {e} che & un gruppo ciclico.
O

1.4.2 Preposizione : Un gruppo di ordine p? ¢ abeliano

Dimostrazione : Per la proposizione precedente |Z(G)| € {p, p*} se fosse p* abbiamo finito,
se fosse p allora |G/Z(G)| = p quindi G/Z(G) ¢ ciclico, ma per il lemma precedente questo ¢
assurdo.

O

1.4.1 Teorema di cauchy : Sia p primo e G un gruppo finito. Se plord(G) = Jr € G
tale che o(x) = p

1.4.1 osservazione :(Teorema di Lagrange) H < G Az € G = o(H)|o(G) e o(z)|o(G);
vale il viceversa? (ovvero se d|o(G) Jz € G| o(z) =d? IH < G |o(H)|o(G)?)

No, infatti in Z/97 X Z /27 non esiste nessun elemento x di ordine 4 ma esiste un sottogruppo
di ordine 4 che & il gruppo stesso; in S5 non c¢’e un elemento di ordine 15 ne un sottogruppo di
ordine 15.

Dimostrazione :(del teorema di Cauchy) Sia G un gruppo, o(G) = pn dove p € un primo e
n € N, facciamo una induzione forte su n.
Passo base : per n =1 = G ¢ ciclico quindi 3z € G | G =< x > percio o(x) = p.
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Passo induttivo : supponiamo che il teorema sia vero per gruppo di ordine pm con m < n, con-
sideriamo allora un gruppo di cardinalita pn; se 3H < G : p||H| = o(H) = pm con m < n
e per induzione 3z € H | o(z) = p. Supponiamo allora che VH < G p{ |H]|, per la formula

delle classi vale che pn— > ‘Z‘f(ll,)‘ = |Z(G)| siccome Zg(x) < G allora pt | Zg(z)| = p| ‘ZLG(L 7
TzER/

percio p| | Z(G)| = Z(G) = G (se non fosse uguale a G sarabbe un sottogruppo proprio quindi
p non lo dividerebbe, assurdo) quindi G & abeliano e per cauchy per gruppi abeliani 3z € G
con o(x) = p.

O

Aritmetica (Teorema di cauchy per gruppi abeliani)

Con le stesse ipotesi del teorema 2.1.1, ma con G abeliano, dimostriamo la tesi per induzione
su n dove |G| = pn con p primo. Passo base : ovvio. Passo induttivo : supponiamo vera per
m < n e consideriamo quindi G tale che |G| = pn; sia y # e e H =< y > allora sappiamo che
|G| = |H||G/H| quindi se p| |G| = p| |H| V p| |G/H]|. se p| |H| allora o H = G quindi G cicli-
co e quindi ha un elemento di ordine p, (|G| =ab, G =<z >= o(x*) =b) se |H| = pm < pn
allora per induzione e vera la tesi; nel caso che p| |G/H| allora |G/H| = pm’ < pm perché H
contene almeno due elementi y e e. Per ipotesi induttiva esiste zH € G/H tale che o(zH) =
Consideramo la proiezione 7y da G in G/H cha associa a x la sua classe laterale v H. Essendo
un omomorfismo o(zH)|o(z) quindi o(z) = pk se k = n allora G ¢ ciclico e z" ha ordine p se
k < n allora per induzione si ha la tesi.

O

Dimostrazione alternativa del Teorema di cauchy :
Questa dimostrazione e dovuta a John M ckay, matematico britannico. La sua dimostrazione,

con le stesse ipotesi del teorema di cauchy, non dice solo che esiste un x di ordine p in G ma
che le soluzioni di 27 = e in G sono kp con k > 1.

Sia X = {(a1,...,a,) |a; € GA H a; = e}, la cardinalita ¢ | X| = |G|P~! in quanto scelgo p — 1

elementi e il p-esimo lo scelgo in modo che il prodotto con tutti gli altri faccia e; considero :

©: L)z — S(X) con 1((ay,...,a,)) = (ap,ai,...,a,_1)sposta semplicemente gli elementi
1+— 1((a1,...,ap))

della stringa; Dimostro che ¢ una azione : & ben definita infatti n((as,...,q,)) =

= (@p_py---,0py A1,y n_1), sapendo che a;---a, = ¢ = ap p---a, = aj’ - a;}n,l

moltiplicando a sinistra e poi ri-moltiplicando a destra si ottiene ap_,, - - -a,a1 - ap—pn_1 = €.
Con una semplice verifica si dimostra che ¢ un omomorfismo quindi ¢ un’azione. Va € X,
lorb(a)| € {1,p} in particolare vale 1 se a = (a,...,a) per qualche a € G tale che o = e,
sappiamo che se R & I'insieme dei rappresentanti delle orbite e R’ e I'insieme dei rappresentanti

con |orb(a)| = 1 allora vale | X| = ¥ 14+ > |orb(a)| ma per quanto detto prima p||X| e
a€R’ a€R/R'
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p| > Jorb(a)| quindi p| - 1 = |R'| da cui la tesi.
a€R/R/ acR

1.4.1 esercizio : (Classificazione dei gruppi di ordine 6)

soluzione : Sia G un gruppo di ordine 6. Allora per cauchy esistono z,y € G tale che o(z) = 2
e o(y) = 3. Se G ¢ abeliano allora o(xy) = 6 infatti vy # e, (vy)? = zyry = vryy = y* #
e, (zy)® = zyryry = xxxyyy = 23y> = = # e, quindi G =< 2y >= Z/¢z. Se G non ¢ abe-
liano consideriamo allora il sottogruppo < x,y >. Posso anche considerare 'insieme prodotto
< x >< y > che in generale non & un sottogruppo (H, K < G —= HK < G <— HK = KH,
inoltre |HK| = |H||K|/|unKk| infatti consideriamo I'applicazione v : H x K — HK ta-
le che y((h,k)) = hk; ¢ ovviamente surgettiva, inotre se s € HN K = (hs,s'k) €
H x K = v((hs,s™'k)) = hk quindi Vhk € HK ci sono o(H N K) coppie in H x K che
hannno immagine in hk quindi vale la tesi). Allora | < z,y > | = (3-2)/1 = 6 per cui
G=<z><y>=<uz>={ez}, <y>={eyv’} =<z><y>={ez,v,2y,y 2y*}
voglio dimostrare che & isomorfo a S = {e, 7, p,7p, 72, pr2} con 7 = (1,2,3) e p = (1,2). Sia
¢ : G — S5 tale che ¢(x) = p, ¢(y) = 7; € ovviamente surgettiva per costruzione quindi &
una bigezione per questioni di cardinalita, inoltre € un omomorfismo quindi vale la tesi.

1.4.2 Teorema di Cayley : Sia G un gruppo —> G isomorfo a un sottogruppo di S(G),
in particolare se |G| = n = G & isomorfo a un sottogruppo di S,.

Dimostrazione : Sia ¢ : G — S(G) con ¢(g) = 7, € 7,(x) = g - questa applica-
zione ¢ un’azione: € ben definita, cio¢ v : G — G & bigettiva infatti v,(x) = 7,(y) <
gz =g -y <= x =y (legge di cancellazione) quindi & iniettiva; inoltre & surgettiva in
quanto Yy € G v,(¢7' - y) = y (non ho usato la cardinalita di G in modo da dimostra-
re che vale per GG di cardinalita infinita); vedo allora che ¢ ¢ un omomorfismo: Vx,g,h €
G Glgh)(x) = An(x) = (gh) - = g- (h-3) = 7, (3(x)) = (6(g) 0 9(A))(@). ¢ & iniettiva infatti
kerg ={g| ¢y =} ={g| g -2 =2} ={e} quindi S(G) contiene una copia isomorfa a G.

O

1.4.2 esercizi : S35 — Sg, Z/s7 — S5, Z/10z < S0 provare a vedere come sono fatti.

1.4.2 Definizione : Sia G un gruppo e S C G un sottoinsieme. < S > ¢ il gruppo generato
da S ed é il piu piccolo sottogruppo di G' che contiene S.

Devo dimostrare che un tale sottogruppo esiste: < S >= [\ H questo & un sottogruppo e

H<G
sca

contiene S ed é il piu piccolo che lo contiene, se cosi non fosse ne esisterebbe uno piu piccolo
ma farebbe parte dell’intersezione quindi esiste.
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1.4.3 Proposizione : < S >= {s1s9---s, |k € N, s; € SUS'} = X con S7! =
{s7t|se S}

Dimostrazione :So che < S >= (| H quindi S C H ma H & un sottogruppo = S~—! C

H<G
SCcG
H= S S'CH= XCH= XC (| H=<S > inoltre X ¢ un sottogruppo (banale
s
verifica) e contiene S per costruzione percio X O (| H =< S > quindi vale la tesi.
H<@
SCG

1.4.2 osservazione : Se |G| < +oo = < S >={s150- -5, |k €N, 5, € S}

1.4.3 Definizione : Sia GG un gruppo. definisco commutatore di gh € G 1’elemento
9, 7] = ghg™'h™"

1.4.4 Definizione : G' =< [g,h] |g,h € G >= [G : G] ¢ il Gruppo dei commutatori o
derivato di G

Proprieta di < S > :

< S > e abeliano = Vs1, 59 € S, 5189 = $957 .
< S>¢énormale = Vg€ G, Vse S gsgte<S>.
< S > ¢ caratteristico = Vf € Aut(G), Vs € S f(s) € S.

Proprieta di G' :

G' = e <= G ¢ abeliano .

G'<G (Vo € G,Vg,h € G x[g,hlz™" = zghg~'h~ 2™t = xgz~laha og e~ ah a™! =
[wgx™t xha™]) .

G' ¢ caratteristico in G (Vf € Aut(G), Vg,h € G f([g,h]) = f(ghg™*h™") = f(g9)f(h)f(R)" f(h)~! =
F(9), FM))

sia. H<G. Allora G/H ¢ abeliano = G’ C H; in particolare G/G’ ¢ abeliano ed ¢ detto
abelianizzato di G, ed & il piu grande quoziente abeliano di G (G/H abeliano = Vz,y €
GrHyH = yHeH — 2yH = y2H —= v 'y oy e H = [zv,y) e H= H D @) .

14



1.5 Gruppi Diedrali

1.5.1 Definizione : Sia n € N fissato e consideriamo un n-agono regolare, I'insieme di tutte
le isometrie che mandano 1I'n-agono regolare in se stesso formano il gruppo D,, detto Gruppo
Diedrale .

1.5.1 Proposizione : |D,| = 2n

Dimostrazione : Un’isometria dell’n-agono regolare e univocamente determinata dall’im-
magine di un vertice e di un lato adiacente al vertice quindi un vertice ha n vertici possibili
dove poter andare ed il lato adiaente ha 2 possibili lati adiacenti al vertice dove poter andare
quindi ci sono 2n isometrie distinte.

O

1.5.2 Proposizione : Sia p una rotazione che sottende un lato e o una simmetria dell’n-
agono regolare. Allora p" =e, 02 =e, opoc = p~ L.

Dimostrazione : Le prime due relazioni sono ovvie; la terza ¢ data dal fatto che una ri-
flessione composta una rotazione ¢ ancora una riflessione quindi usando la seconda proprieta
abbiamo che e = (0p)? = opop da cui vale la tesi.

O

1.5.2 Definizione : Posso definire, grazie alla proposizione 1.5.3, pl! = p' dove [i] € Z/nZ;
¢ € ben definito in quanto p" =e .

1.5.1 osservazione : Mettendo 1'n-agono regolare nel piano reale posso rappresentare le
isometrie di D,, con delle matrici che appartengono a GLy(R). Allora :

cos(%’) sen(%’)
pr— (‘Sen(%) 008(2“)> =M, o (6_01> = M,

Se chiamo D), il sottogruppo generato da queste due matrici allora v :< p,0 >— D,, co-
me definito sopra € un omomorfismo di gruppi, infatti composizioni di isometrie che fissano un
insieme P & ancora una isometria che fissa P (in particolare 1'n-agono) quindi & ben definito
plod —s M;Mc{; si verifica facilmente che M) = I, M2 =1, M,M,M, = Mljl quindi € un
omomorfismo. Con questo omomorfismo vediamo che p e o definiti sopra non sono legati da
qualche relazione, perché se lo fossero lo sarebbero anche le matrici associate dall’omomorfismo
che ¢ assurdo.

1.5.3 Proposizione : Tutti gli elementi di D,, sono scrivibili come op’ oppure p* per
i€{0,...,n—1}.
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Dimostrazione : Sia g = p™o® --- p*g% una composizione qualsiasi di p e 0. Usan-
do la proposizione 1.5.2 g lo possiamo scrivere come p“o---p%o se ¢; # 0 allora ¢ ugua-
k

le a oopio---op*c = op ---p~% = gph con di = Y —c¢; (modn), se ¢; = 0 allo-
i=1

k
ra ¢ uguale a p=2..-p7% = p® con dy = Y — ¢; (modn) con dy,dy € {0,...,n — 1}

=2

essendo moduli n . Quindi p,oc € D, =< p,0 >< D, ma per quanto detto prima e
nell’osservazione 1.5.1 | < p,o > | = 2n e per questioni di cardinalitd D, =< p,o >.
O

1.5.2 osservazione : p e o con le relazioni della proposizione 1.5.2 generano tutto D,
inoltre D,, = D,, = {parole con p e o}/{relazioni tra parole}. {parole con p e o} si esprime
come < p > x < 0 >= 7 x 7 dove * e detto prodotto libero (intuitivamente costruisce un
gruppo formato da tutti i modi di comporre una frase di qualsiasi lunghezza con le "lettere" p
e o), quozientando per {relazioni tra parole}= [(p", o2, opop)], che non ¢ altro il sottogruppo
generato da (p", 02, 0pop) e da tutti i loro coniugati, si ottiene un isomorfismo con D,,.

Studio di D, : (D, =< p,0|0?=p"=¢,0pc = p ' > & un gruppo di 2n elementi, non
abeliano se n > 2)

Quanti sono gli elementi di ordine k in D,,?

Sia p la rotazione di D, e consideriamo < p >= C, < D,, in C,, essendo ciclico, ci sono
@(k) elementi di ordine k se k|n. p’ sono le n rotazioni e op' sono le n simmetrie, osserviamo
che op'op’ = p~'p' = e quindi in conclusione se n ¢ pari ho n+1 elementi di ordine 2 (le n rifles-
sioni pill p2 ), se n & dispari ho n elementi di ordine 2, se k|n, k # 2 ho ¢(k) elementi di ordine k.

Quali sono i sottogruppt di D,,?
Intanto conosco il gruppo ciclico C), e i suoi sottogruppi sono noti: uno per ogni divisore

dell’ordine del gruppo; quindi dato H < D,,, se H < C,, allora H e I'unico sottogruppo di
ordine |H|. Se H £ C, ma H < D, allora H contiene almeno una riflessione 7; considero

o

allora H N C,, voglio affermare che (H N C,,) U (TH NC,) ed esiste una bigezione tra (H NC,)
e (TH N C,). Per dimostrare questa affermazione considero :

D, —— GLy(R) —% {+1} 2 Z /s

omo.surg.
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dove v ¢ 'omomorfismo definito nell’osservazione 1.5.1 e det e il determinante. ¢ = vy o det e
surgettivo infatti se prendiamo le matrici dell’osservazione 1.5.1 abbiamo che det(M,) =1 e
det(My) = —1; il ker(p) = C, infatti det(M}MJ) per Binet det(M,)'det(M,)’ = 1'(=1)) =
1 < j =0. Quindi se ¢ : D,, — Z/9z consideriamo ¢|g, siccome H £ C,, ma H < D,, p|y
sara surgettiva, il suo ker ¢ HNC,, e per il primo teorema di omomorfismo H/ync, = Z /27 per

il teorema di lagrange(aritmetica) |H|/\unc,| = |Z/2z| da cui |[H| = 2|H N C,|. Osserviamo
che THNC, ¢ HNC, infatti se h € H allora det(M,M,) = det(M,)det(M;) = —1 quindi
i due insiemi sono disgiunti inoltre 7hy = Thy = hy = hy quindi |[7TH N C,| = |H N C,,|
percio se consideriamo ¢ : H N C,, — 7H N C,, tale che ¥(h) — Th questa ¢ una bige-
zione(banale verifica). A questo punto H N C,, =< p™ >= {e, p™, p*™, ..., p" ™} con m|n,
T=0p = THNC, = {op',op™,...,cp™ ™} l'unione di questi due insiemi da tutto H.

Quindi H e composto da m rotazioni e m simmetrie in particolare H =< p™, 7 >= D,,. In
conclusione se m|n ho che i sottogruppi di D,, sono della forma Z/,,z e D,,.

1.5.4 Proposizione : Siano H <G e K < H con K caratteristico in H.

Dimostrazione : Sia g € G, ¢, : G — G con ¢, = grg™', abbiamo che ¢,(H) = H =
¢g|m & un automorfismo perciod si ha che ¢4|p(K) = K Vg € G = gKg¢g' = H quindi K <G.
O

Quali sono i sottogruppi normalt di D,,?

C, ha indice 2 in D, quindi C, < D,, (aritmetica : G/H = {H,TH} = g € G allora
g = hy Vg = Thy con hy,hs € H quindi sia hg € Hgcon g ¢ H = g = T7hz3 AN hg =
Thy = Thshy'hy = ghs = Hg C gH inoltre |Hg| = |gH| = H < G) osserviamo che, sia
G un gruppo ciclico di ordine n allora VYm|n 3'H tale che |H| = m quindi ogni sottogruppo
di un gruppo ciclico e caratteristico in particolare in D,, ogni sottogruppo di < p >= C,, ¢
caratteristico. Quindi per la proposizione precedente ogni sottogruppo di C,, € normale; se n ¢
pari < p? > < C, ed ha 5 elementi quindi se H ¢ C,,, H < D,, HNC,, =< p?>= H =<

p? > LOJT <p*>= [D,: H =2 = H<aD, e ce ne sono 2 di questa forma : < p* o >
e < p?,0p >. Non sappiamo se sono tutti i sottogruppi normali, cerchiamo di caratterizzarli
meglio; sapendo che H < G <= gHg ! = HVg € G questo ci dice che in un sottogruppo
normale se ci sta un elemento ci stanno anche tutti i suoi coniugati, cerchiamo quindi di capire
come sono fatti i coniugati di un elemento di D,, in particolare di p’ e op® per la proposizione
1.5.3 : pip'p~ = pi, op'pip~io = oploc = p~*, quindi I'insieme dei coniugati di p' & {p’, p~*} in
particolare se i € {0, 2} si riduce rispettivamente a {e} e {p2}; p'opip™ = op~lpip™" = opI~%,
oplop’pTio = piplpTio = op* I = se n & pari op® ~ op! < s = t(2) quindi le riflessioni
si spezzano in due classi di coniugio, se n e dispari tutte le riflessioni sono coniugate. In con-
clusione se n e dispari, se un sottogruppo contiene una riflessione, le contiene tutte e tutte le
riflessioni generano D,, infatti o ¢ dato e p = ogop per cio H<D,, = H = D, se non contiene
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una riflessione allora ¢ un sottogruppo di C,,; se n e pari oltre ai sottogruppi di C,,, se H < D,,,
op' € H= op'™ = p?> € H. Allora se H # D,, deve essere < p*,0 > e < p* op > come
quelli citati prima.

Quali sono i sottogruppi caratteristici di D,,?

Usando l'osservazione 1.1.2 e lo studio precedente si osserva che gli altri possibili sottogruppi
caratteristici sono i sottogruppi di C,, e < p?,0 >, < p?,0p >, sappiamo gia che i sottogruppi
di C, sono caratteristici; notiamo che 7 : D,, — D,, tale che 7(p) = p e 7(0) = op ¢ un
automorfismo e scambia < p?, o > con < p?, op > quindi non sono caratteristici.

Quale ¢ il centro di D,?

cerco 7 tale che per ogni p, prp~! = 7 dal lo studio precedente sui coniugi ¢ evidente che
gli unici 7 sono {e} se n & dispari Z(D,,) = {e} e {e},{p?} se n & pari Z(D,) = Z/4y.

Quozienti di D,

Per il Teorema di corrispondenza (Aritmetica) i quozienti sono in corrispondenza biunivo-
ca con i sottogruppi normali, percio esiste un quoziente per ogni H < G e a meno di au-
tomorfismo i quozienti si ottengono in questo modo. Dallo studio precedente sappiamo che
i sottogruppi normali sono i sottogruppi di C),, e in particolare se n ¢ pari abbiamo anche
< p*o>e < pop>;sia < p™ >< C, con m|n vediamo che |D,,/ < ms| = %” voglio dire che
Dy /<pms = Dx. Consideriamo 'omomorfimo v : D, — D= tale che y(0) = 7 e 7(p) = € dove
Dy, =<o,p|lpt=0"=e¢0ps=p'>eDn =<7,c| em = 72 = e,TeT = € ' >, osserviamo
che ¢ surgettivo ed il ker ¢ proprio < p™ > quindi per il primo teorema di omomorfismo vale
la tesi. Nel caso n pari ci sono gli altri due sottogruppi sopra citati ma entrambi hanno indice

2 quindi i quozienti sono isomorfi a Z/oz.
Chi & Aut(D,)?

Intanto cerco di capire quale ¢ la cardinalita ovvero |Aut(D,)|; per definire un automorfi-
smo di D,, ¢ sufficiente definirlo sui generatori che sappiamo essere p e o, e questi dovranno
avere immagine in altri generatori di D,, affinché sia tale, p ha ordine n quindi dovra ave-
re immagine in un elemento di ordine di ordine n che sono della forma p’ con (i,n) = 1
quindi ci sono ¢(n) possibilita (¢ di eulero), inoltre o ha ordine 2 e deve avere immagine in
un elemento di ordine 2 che insieme a p’ scelto prima generi D,, e ci sono n rilessioni del-
la forma op’ quindi ci sono n scelte possibili (notimao che se n ¢ pari p2z ha ordine 2 ma
la coppia p’, p2 non genera D,,); non siamo certi che le applicazioni definite prima siano ef-
fettivamente degli automorfismi, dimostro quindi che lo sono: sia v : D, — D,, tale che
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v(ph) = p" e v(ap®) = ap’p™* con (i,n) = 1 e j qualsiasi, v & ben definita, resta da verificare
Y(p*)op") = (op"™*) = ap/ p''=) = ap~pip* = pi*cp/ pi* = 4 (p*)v(op') quindi & un omo-
morfismo, inoltre per costruzione ¢ bigettiva quindi |Aut(D,,)| = n¢(n) ed in particolare come
insiemi esiste una bigezione tra Aut(D,,) e Z/nz X (Z/nz)*.

1.5.1 esempio : Studiamo D, = {p,0 | p* = 0% = e,opc = p~'}, i sottogruppi sono <
P>2T) g, < p?P >, <0 > <op> <op’>, <opd>isomorfiaZley, < p*o >, < p’iop>
isomorfi a Z /o7 X Z /97 € banalmante {e}, Dy; tra questi {e}, Dy, < p >, < p?> >, < p?,0 >, <
p*,op > sono normali; {e}, Dy, < p >, < p? > sono caratteristici; Z(Dy) =< p* > ed infine
{e} = Dy/Dy4, Dy = Dy/{e}, Z/oz, = Dy/<p>, D2 = Dy) < p* >, L/oz, = Du/<pp g5, Lfoz =
D4/ <p2.5p> sono i quozienti.

1.5.1 esercizio : Fare lo stesso con Dy

1.6 Permutazioni

Sia X un insieme allora S(X) = {f : X — X | f ¢ bigettiva}, se X = {1,...,n} allora
S(X) =8, con |S,| =nl.

1.6.1 Definizione : Un elemento di S,, si chiama Permutazione.

per esempio consideriamo Spg, posso rappresentare una permutazione tramite :
12345678910
23176845910

dice che I'immagine di un elemento del rigo di sopra va in un elemento del rigo di sotto per
esempio 1 va in 2, 2 va in 3 etc...; si puo esprimere anche come prodotto di cicli disgiunti in
modo unico ovvero (123)(47)(568)(9)(10), che si semplifica in (123)(47)(568) dando quindi per
scontato che i numeri che non compaiono vengono mandati in loro stessi; un ciclo & (...), sono
disgiunti in quanto la funzione € bigettiva, in modo unico in quanto una scrittura individua una
funzione, una diversa scrittura individua una diversa funzione ovviamente a meno di scambiare
i cicli.

1.6.1 osservazione : Cicli disgiunti commutano, infatti siano o, 7 cicli disgiunti, ovviamen-
te se 0(a) # a = 7(a) = a analogamente 7(b) # b = o(b) = b, in particolare per iniettivita

se 0(a) # a = oo(a) # o(a) = 70(a) = o(a) quindi o7(a) = o(a) = 70o(a) analogamente
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per il caso di b quindi in generale o7 = 70.

1.6.2 osservazione : Un k-ciclo (ciclio di lunghezza k) ha k scritture diverse, infatti
per esempio (123) = (231) = (312) dovuto alla scelta del primo elemento che scrivi all’inizio
del ciclo che sono esattamente k scelte gli altri sono univocamente determinati (attenzione

(123) £ (132)).

1.6.3 osservzione : I cicli sono orbite, infatti prendiamo o € S, = S({1,...,n}) con-
sideriamo l'azione < o >< S, orb(z) = {o*(z)} = {z,0(z),...,0%(x)} che & proprio ¢ =
(z,0(x),...,0%(x)). Peresempio in S3 (123) = (1, (123)(1), (123)2(1)) = (2, (123)(2), (123)2(2))
(3,(123)(3), (123)2(3)).

1.6.1 Corollario : 5, ¢ generato dai cicli.

1.6.1 esercizio : Quanti sono i k cicli in S,, con k < n?

soluzione : Un k-ciclio ¢ essenzialmente una stringa di & numeri quindi il problema si ri-
duce a trovare quanti £ numeri posso estrarre da un insieme di n numeri ed equivalentemente

a vedere quanti sono i sottoinsiemi di cardinalita & in un insieme di cardinalita n (k < n), che

sappiamo essere (2), non sono tutte infatti questi &£ numeri possono essere scambiati tra loro

in k! modi diversi quindi ci sono (Z)k!, ma per l'osservazione 1.6.2 ognuna di queste si puo scri-

vere in k modi equivalenti che abbiamo gia contato precedentemente quindi in tutto sono (2)%’

1.6.2 esercizio : Quanti sono i ¢ € Sy che si possono scrivere come composizione di 2
3-cicli e 3 2-cicli disgiunti?

soluzione : per l'esercizio precedente sappiamo che ci sono (132)% 3-cicli, fissato quindi il

primo 3-ciclo restano 12 — 3 elementi liberi per gli altri cicli(li tolgo i primi tre affinché
quelli che costruisco dopo siano disgiunti dal primo) quindi reiterando il ragionamento per
93!

il secondo 3-ciclo ho (3>§‘ 3-cicli a disposizione; continuando cosi per ogni ciclo si ottiene

: 12)3(9\3l(6)2 a2 2)2 : . :
complessivamente ( 3 ) 3 ( 3 ) 3 ( 5 ) 5 ( 5 > 5 ( 5 ) 5 permutazioni; ne ho contati troppi infatti con-
siderando i 3-cicli essendo disgiunti possono commutare senza cambiare la natura della permu-
tazione ma col conto precedente li ho considerati distinti, quindi ci sono tante ripetizioni tanti
quanti sono i modi di commutare i 3-cicli ovvero 2! ed analogamente 3! modi per i 2-cicli quindi
: : 123 /9)3 fe6)2(4)20(2)20 1 ioni
complessivamente ci sono esattamente ( 5 ) 3 (3> 3 (2) 2 (2) 5 (2) 5 331 permutazioni (potevo
contare i cicli anche con un ordine diverso in quanto tra loro commutano e per cio la relazione

rimane la stessa).

1.6.3 esercizio : Qual’e 'ordine di una permutazione di S,,?
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soluzione : Intanto osserviamo che un k-ciclo ha ordine k infattisia 0 = (a1 - - - ay) = o°(a;) =
aiys se i < k, 0°(a;) = a; se i > k quindi, per i < k, 0°(a;) = a;45s = a; <= s = k. Se la
permutazione 7 ¢ formata da piu cicli disgiunti allora 'ordine & mem(o(r1), ..., 0(n)) dove 7 =
T, ..., € la decomposizione in cicli disgiunti, infatti osserviamo che se m ¢ tale che (7)™ =e
allorae=7"= (1 ---7)" = (1) ()™ = ()" =eVi:1,...,1 (se I'ultima uguaglianza
non valesse allora significa che esiste j tale che (7;)™ # e = 3Ja; tale che 7]"(a;) # a; per I'os-
servazione 1.6.1 abbiamo che a; = e(a;) = (7)™ -+ (7;)™ - -+ (7)™ (a;) = 7]"(a;) # a;) assurdo,
quindi o(7;)|m, ma se t ¢ Vordine di 7 allora 7" = ¢ = o(7;)|t ed in imparticolare t|m quindi
vale la tesi.

1.6.1 esempio : sia (123)(45)(1356)(26), la voglio scrivere in cicli disgiunti, vedo come
agisce su {1,...,n}, quindi (123)(45)(1356)(26)(1) = (123)(45)(1356)(1) = (123)(45)(3) =
(123)(3) = (1), proseguendo con gli altri numeri ottengo (1)(2)(3456) = (3456); ha ordine 4 &
inversa ¢ (3456)3 = (3654).

1.6.2 Definizione : Sia 7 € S, della forma (a;, a;), un 2-ciclo, allora 7 si chiama trasposizione.

1.6.1 Proposizione : tutte le permutazioni di .S,, sono prodotto di trasposizioni, quindi le
trasposizioni generano tutto .S,,.

Dimostrazione : Basta vedere che vale per un k-ciclio, in effetti (1,..., k) = (1,k)(1,k —

1)---(1,2).
(|

1.6.4 osservazione : La scrittura come prodotto di trasposizioni non € unica, per esempio

(12) = (12)(34)(34) = (12)(34)(35)(67)(34)(35)(67).

1.6.2 Proposizione : L’applicazione sgn : S,, — {£1} =7Z* consgn(c) = [ <=

1<i<j<n
¢ un omomorfismo di gruppi. Inoltre se o ¢ una trasposizione sgn(o) = —1.

Dimostrazine : Sia al numeratore che al denominatore della produttoria compaiono tutte le
differenze di tutte le coppie: al denominatore abbiamo i — j dove {1, j} ¢ qualsiasi in {1,...,n}
e i < j, al numeratore abbiamo (i) — o(j) dove {o(i),0(j)} € qualsiasi in {1,...,n}, quindi &
ben definito.
sgn(ocoTt) =[] «=h-ee ] o= sgn(o)sgn(r) (al massimo ho moltiplicato per

AL () —7() it
1<i<j<n ! 1<i<j<n

—1 numeratore e denominatore di qualche fattore) quindi & un omomorfismo. Sia (a,b) una
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trasposizione allora sgn((a,b)) = I =w==w, se {i,j}N{a,b} = ) = ZI=0U) — =i _ 1 g
1<i<j<n ks b

i, 5y N{a, by ={i,a iM:”’conz<a oppure Z@W=0@) _ b=i _ izb ooy
{i,51n{ ) pp

1—a a—1 K3 1—a

Q

a < i analogamente per intersezione {i,b} —> 21 g(b) = U(b;_g(i) = =% ed all'interno del-

la produttoria questo con quello precedente del caso {i,a} si semplificano a 1, rimane il caso
ol o) _ b-a _ _q
a—b a—b

con intersezione {a, b} (senza perdita di generalita supponiamo a < b) =
quindi ho un solo fattore negativo per cui sgn((a,b)) = —1.
O

1.6.2 Corollario : sgn(c) mi da la parita del numero di trasposizioni che compaiono in
una qualsiasi scrittura di ¢ come prodotto di trasposizioni.

1.6.5 osservazione : ker(sgn) = A, = {o € S, | sgn(o) = 1} detto gruppo alterno il
gruppo delle permutazioni pari. A, <.S,, |A4,| = %!, Sn/An = {£1}.

Tabella di Ss :

Elemento  Ordine Numero
(ab) 2 5 )11 =10
(abc) 3 3)2!'=20

(abcd) 4 3)3=130
(ab)(cd) 2 (3)(3)s=15
(abcde) 5 4! =24
(abe)(de) 6 (3)2!(3)11=20
t =120 = 5!

Classi di coniugio in S, :

1.6.1 Teorema : Due permutazioni di 5,, sono coniugate se e solo se hanno lo stesso dipo
di decomposizione in cicli disgiunti.

Dimostrazione : (=) Siano ¢ e o7~ con o = (a;---a;) e 7(a;) = b; allora To771(h;) =
To(a;) = T(aiy1) = bipy se © # b, Vi = 771 (x) # a; = 1077 (2) = T70(77(2)) = 77 () =
x quindi il coniugato di un k-ciclo ¢ un k-ciclo. se la permutazione ¢ composizione di ci-
cli disgiunti: 0 = oy---0p, = 707! = 707!+ .70, 77! & si riconduce al caso precedente
T(ay - -a);m ' = (7(a1) - - - 7(ax)); essendo o; disgiunti implica 70,77 disgiunti.

(«=) dato il ciclo 0 = (ay---ay) ed il ciclo p = (by - -- bg) allora prendo 7 tale che 7(a;) =
b; = 707! = p; se ho pit cicli disgiunti faccio come prima ciclo con ciclo dello stesso tipo :
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g = (xll"'xlkl)"'(xrl"'xrkr)
1 1
p= W Yik) WU Yok, )

con 7(x;;) = y;; e vale che To7~! = p.

O
1.6.2 esempio : Date o = (12345)(67)(89) e p = (24167)(35)(89) la permutazione 7 tale
§8> (12463)(57). Prendendo v € Z(o) ho che 7v va ancora
1

che Tor™! = p ¢ (%Z
1= Qulndl tutte le permutazioni di questo tipo sono la classe

456
673
bene, infatti Tvov .=

laterale 77(0).
Centralizzatore di o in S,

Dal teorema delle classi sappiamo che |Zg (0)||Cl(0)] = n! per il teorema precedente sap-
piamo calcolare |Cl(0)| quindi in particolare ci sappiamo calcolare |Zg, (o).

1.6.3 esempio : Sia ¢ = (1234)(56) in Syo; sappiamo che |Zg, (0)| = ‘01170' = 84l
Osserviamo che H = 5(7,8,9,10) C Z(o0), (1234) C Z(o), (56) C Z(0), da questo si deduce
che K < (1234), (56) >=< (1234) >< (56) > e |K| = 8, quindi K < Z(0) e H < Z(0) con
|H| = 4! e vale che HK = Z(o) per un discorso di cardinalita e siccome le permutazioni sono
disgiunte H<Z(c) e K< Z(o) quindi Z(0) = H X K = Sy x (Z/4z X Z/2z) (vedremo in seguito
come si formalizza meglio questa osservazione).

1.7 Prodotti diretti

1.7.1 Definizione : Sia G un gruppo finito, |G| = p™n con p primo e (n,p) =1,se H < G
con |H| = p™ allora H si dice p — sylow di G.

1.7.1 esempio : |D;| =14, | < p>| =7 ¢ un 7-sylow ed ¢ unico, < p‘c > sono 7 2-silow,
quindi in generale i p-sylow non sono unici.

1.7.1 Lemma : Siano H, K <G, HNK ={e} = hk=khVhe H, ke K
Dimostrazione : hkh™'k=' = (hkh™1)k~! soccome K & normale allora hkh™' € K =
hkh='k~!' € K ma hkh~'k~! = h(kh~'k™1) siccome H normale kh™'k™' € H = hkh™ 'k~ €

H = hkh 'k € HN K = {e} => hkh~'k~! = ¢ = hk = kh.
O
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1.7.1 Teorema : Sia G un gruppo e siano H, K sottogruppi normali di Gse: HK =G e
HNK={e} =G=HxK

Dimostrazione : Sia ¢ : H x K — G tale che ¢((h, k)) = hk; ¢ &€ un omomorfismo per il
lemma 1.7.1 e surgettiva per la prima ipotesi ed ¢ iniettiva per la seconda ipotesi del teorema.
O

1.7.1 osservazione : In un prodotto diretto i fattori commutano fra di loro.

1.7.2 esempio : G = Hx K — Z(H x K) 2 Z(H) x Z(K) per il lemma 1.7.1 in
quanto Z(H) x {ex} e {en} x Z(K) sono sottogruppi normali di Z(H x K); Int(H x K) =
H x K/zuxk)y S H X K/ z(myxzx) = H/ 700y X K/ 70100 = Int(H) x Int(K) dove il penultimo
isomorfismo & dato da vy : H x K — H /7y X K/ z(x) con y((h, k)) = (W' + Z(H), k' + Z(K))
e Th. di omomorfismo.

1.7.1 Proposizione : sia ¢ : Aut(H) x Aut(K) — Aut(H x K) con ¢((f,g)) = v dove
v((h,k)) = (f(h),g(k)) allora ¢ ¢ un omomorfismo iniettivo ed & surgettivo <= H X {e;} e
{en} x K sono caratteristici in H x K.

Dimostrazione : ¢ e v sono ben definite infatti V f,g € Aut(H) x Aut(K), f(h) € H e
glk) € K — (1 k) = (F(h), g(k)) € H x K.
& un omomorfismmo : ~[(h, k)(H, k)] = (kI k') = (F(hI), g(kK') = (F(R)g(k), F(H)g(k)) =
Y(h, k)y (W K).
v ¢ iniettiva : Ker(y) = {(h, k) : (f(h),g(k)) = (en,ex)} = {{en} x {ex}}
v e surgettiva : V(h,k) e Hx K3h e HK € K :~y(W,E') = (f(h'),g(k)) = (h, k). Qunidi v
¢ un automorfismo di H x K.
& & omomorfismo : ¢((f,9)(1,m)) = #((f o1, g om)) = 6(f, g) 0 (1, m).
¢ & iniettivo : Ker(¢) ={(f,9)|o(f,9) = Iduxx} = {(Idy, 1dk)}.
Supponiamo adesso che H x {ex} e {ep} x K sono caratteristici in H x K e dimostria-
mo la surgettivita quindi l'isomorfismo di ¢ : Vv € Aut(H,K) pongo f : H — H con
f(h) = mgy(h,ex) e g : K — K con g(k) = mgvy(ep, k); dico che f € Aut(h), g € Aut(K) e
che v = ¢(f,9); f e g sono composizioni di omomorfismo quindi sono omomorfismi, Ker(f) =
{hlrgy(h,er) = en} = {h|mu (W er) = e} = {hlen = b = v(h)} = {en}, analogamente per
Ker(g) quindi sono iniettive; siccome v ¢ surgettiva Vh' € H 3h € H|vy(h,e;) = (I, ex) quindi
f(h) = wyy(h,er) = my(h',ex) = I/, analogamente per g quindi sono surgettive percid sono
automorfismo; per concludere ¢(f, g)(h, k) = (ray(h,ex), pxy(en, k) = (W', k') = ~v(h, k).

O

1.7.2 Proposizione : (Criterio per sottogruppi caratteristici) Sia G = H x K con (|H| =
n,|K| =m) =1 allora H e K sono caratteristici in G.
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Dimostrazione : f € Aut(H x K) con f(h,ex) = (W, k'); ord(h,er) = ordh|n quin-
di ord(h', k') = Jord(h'),ord(k')]|n in particolare ord(k’)|n ma per ipotesi ord(k’)|m siccome
(n,m)=1= k' = ¢, quindi f(H x {ex}) C H x {e} analogo per f(ep, k).

O

1.7.1 esercizio : Studiare Aut(Z/s0z X Z/27).

soluzione : so che Aut(Z/nz) = Z* [z quindi Aut(Z /207 X Z/97) = Aut(Z] 47, X L] oz, X L]57,) =
AUt(Z/4Z X Z/gz) X Aut(Z/5z) = Aut(Z/4Z X Z/QZ) X Z/4z, devo studiare AUt(Z/4Z X Z/QZ) :

so che gli automorfismi conservano 'ordine degli elementi. G = Z/4z X7 /27 ha generatori (0,1) e
(1,0) il primo va in elemento di ordine 4 tra {(0,1), (0, 3), (1,1), (1, 3)} il secondo in un elemento
di ordine 2 tra {(1,2), (1,0)}, escludo (0, 2) perché siccome (0, 1) va in {(0, 1), (0,3), (1,1),(1,3)}
allora (0,2) va in 2{(0,1),(0,3), (1,1),(1,3)} = {(0,2)} quindi se (1,0) va in (0, 2) non sarebbe
iniettivo quindi un automorfismo; d’altro canto i sottogruppi caratteristici devono andare in lo-
ro stessi per esempio G? = 2G = {2(z,y)|(z,y) € G} = {(2x,2y)|(z,y) € G} = {(0,0),(0,2)}
¢ caratteristico, per cio v(0,2) = (0,2); ottengo cosi 8 possibili automorfismi. Mostro che
Aut(Z] 4z, X Z/2z) = Dy, sia a € Aut(G)| «((1,0)) = (1,2) e «((0,1)) = (0,1) osserviamo
che a((z,y)) = a(z(1,0) + y(0,1)) = (z,2z +y) = ord(a) = 2, sia I'((1,0)) = (1,2) e
I'((0,1)) = (1,1) osserviamo che I'((z,y)) = (x + y, 2z + y) quindi ord(I') = 4 in conclusione
basta vedere che I'a = o'

1.7.2 esercizio : (permutazioni) sia p = (1,2,3,4)(5,6) € Sig calcolare Zg,,(p) e
Ng, (< p>)={r € Syolrprt €< p >}

soluzione : |Zg,(p)] = |Si0l/|cs,,(p = 8 x 4! consideriamo H =< (1,2,3,4),(5,6) >=
Z)az X L]oz ¢ K = Sprsoioy = Sy ¢ facile vedere che questi due gruppi verificano le ipo-
tesi del teorema 1.7.1 quindi Zg,,(p) = Z/4z X Z/2z X Ss.

<p>={Id,p,p*,p~'} quindi Ng, (< p>) = {7 € Sw|rpr ' =perpr =p'} = Zg,(p) U
{r|Tpr=' = p7'}, osservo che 70 = (2,4) e 11 = (1,4)(2,3)(5,6) appartengono a {7|rpr~! =
p~'} come le trovo tutte 7 : Top(10)”t = p7l, mp(n)T = pt = (1) trop(n) i =
p = ()" '1 € Zs,,(p) < 10 € T1Zs,,(p) allora {7|7p7™! = p7'} = 70Z5,,(p) quindi
[Nsio(< p >) = 2|Zs,,(p)|. In generale Ns, (< p >) = {1 € Splrpr™" = p*, (ord(p),k) =
1} = |Ng, (< p >)| = |Zs, (p)|[{k|(k,ord(p)) = 1}|, ovvero & il centralizzatore per il numero
di equazioni della forma 7p7~! = p* quindi |Ng, (< p >)| = |Zs, (p)|d(ord(p)).

1.7.2 osservazione : il coniugio non cambia la forma della permutazione, percio I'equa-
zioni 7p7~! = pF hanno soluzione se e solo se k coprimo con ord(p).
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1.7.3 esercizio : Sia G un gruppo abeliano in cui tutti gli elementi hanno ordine 2. Allora
G ha indice 2" ed ¢ isomorfo a (Z/97)".

soluzione : Siano gy,--- , gy tale che < g1,--- , g, >= (Z/z)" sia g € G < g1,--+ ,gn >,
< g >= 7 2Z; voglio vedere che < g1, ,gn, g >= (Z/92)"*!, percheé in questo modo ag-
giungendo sempre piu elementi arrivo ad avere G e la tesi. Basta osservare che i sottogruppi
< g1, ,gn > € < g > sono normali e disgiunti e concludo con il teorema 1.7.1.

1.7.4 esercizio : Sia G un gruppo, H < G ciclico, G/ ciclico di ordine coprimo con |H]|,
G abeliano finito = G ciclico.

soluzione : Per ipotesi H =< z >, G/y =< g <z >> e (0(g < = >),0(x)) = 1; Va €
G = nmeN:a=g¢g"2" = G =<g,x>ma (0(g9),0(x)) = (o(g < z >),0(x)) =1
supponiamo che o(g) = s e o(x) =t = le equazioni sc = 1(t) e td = 1(s) hanno soluzione in
particolare g = (gz)' e x = (g)* quindi G =< gx > ed ¢ ciclico.

1.7.5 esercizio : (Classificazione dei gruppi di ordine 8)

soluzione : L’ordine di un elemento divide 'ordine del gruppo; se esiste un elemento di or-
dine 8 allora G ¢ ciclico ed isomorfo a Z/gz, se tutti gli elementi hanno ordine 2 allora G ¢
abeliano ed isomorfo a Z3/,z per l'esercizio 1.7.3. Supponiamo allora di avere un elemento g
di ordine 4, < g >= (4 < G, ci chiediamo se GG contiene altri elementi di ordine 4 al di fuori
di Cy, se la risposta ¢ no = Jh ¢ Cy tale che o(h) = 2; consideriamo =, : Cy — Cj con
Y(x) = hah™ se vy, = Idg, = G £ 7/4z X Z/+z in quanto Cy ¢ normale e < h > deve essere
caratteristico quindi normale e si conclude con il teorema 1.7.1 se 7y, # Idc, = hgh™ = g
con o(h) =4 e o(g) = 2 quindi G = D,. Se la risposta ¢ si ovvero 3k ¢ Cy tale che o(k) = 4
allora consideriamo vy, : Cy — Cy con Yy (x) = kxk™!, se 1 = Ide, allora G = Z /47 X Z /o7
infatti < g >= Cy e < k >= () quindi G si immerge in Z/,7 X Z /47 che ha solo Z /47 X Z /47,
come sottogruppo di ordine 8; se y; # Idc, allora o(k) =4, o(g) = 4, kgk™' = g e o(kg) = 4
infatti (kg)? = kgkg = kgg~'k = k* # e abbiamo quindi G = {e, g,¢% ¢°, k, k3 kg, (kg)™} e
dico che G = (Jg. in conclusione abbiamo 5 gruppi distinti a meno di isomorfismo.

1.5.4 Proposizione : (Criterio per stabilire se un sottogruppo ¢ normale) Sia G un gruppo
di ordine n e p il pit piccolo primo che divide n, se H < G tale che [G: Hl=p = H<G .

Dimostrazione : Considero I'insieme delle classi lateralidi H, X = {¢:H,...,g,H} = G/H,
considero inoltre 'azione v : G — S(X) con y(g) = 7, e dove m,(g1H) = gg;H, questa azione
non fa altro che permutare le classi ovvero tanti quanti sono i modi di per permutare p elementi,
quindi S(X) = S, (non confonderti con il teorema di cayley che in questo caso dice solo che
G si immerge in S,). Il nucleo di questo omomorfismo & kery = {g € G| gg;H = ¢g;H Vi €

26



{1,....p}} ={g|g € N stab(zH)}, g € stab(xrH) = gxH = xH = z 'gzH = H <
el

v lgr € H < g€ zHx ! quindi g € NaHz! = Hg, (9 € xHz™! ha senso in quanto
zeG
rHz™! & un gruppo, non ha senso la scrittura ¢ € H in quanto zH non ¢ un gruppo). Per il

primo teorema di omomorfismo sappiamo che G/Hg — S, ¢ iniettiva quindi si immerge in S,
da cui |G/Hg| | p! quindi ci sono due possibilita: |G/Hg| € {1,p}, in quanto divide p! che ha
come piu grande primo p ed n che ha come piu piccolo primo p, sapendo che H € X abbiamo
che in particolare g € ker = gH = H <= g€ H = H; C H = |G/H¢| > p quindi non
puo essere 1 ed e proprio p inoltre H = Hg avendo lo stesso indice ed essendo Hg C H per cio
H ¢ il nucleo di un omomorfismo quindi H < G e vale la tesi.

O

1.7.3 osservazione Sia G un gruppo allora {g € G|o(g) = oo} ¢ un insieme caratteristico,
se questo insieme ¢ un sottogruppo allora e un sottogruppo caratteristico ed in generale lo e se
G ¢ abeliano.

1.7.6 esercizio : Determinare |Aut(Z x Z/4z)|.

soluzione : Innanzi tutto osserviamo che {0} x Z/,z ¢ caratteristico infatti se (0, [1]) ha im-
magine in (a,b) con a # 0 allora non sarebbe un omomorfismo in quanto o(a,b) = oo e
0(0,[1]) = n. Sia v € Aut(G) allora per quanto detto y({0} x Z/,z) = {0} X Z/z e considero
VL X Lfnz)] (0yx2)py =L — (L X L/ nz)/ (0yx2/,5 = Z; scrivo una specie di matrice dove la
prima colonna ¢ 'mmagine di (1, [0]) e la seconda ¢ I'immagine di (0, [1]) :

c =7'((0,[0) = {1}, [o] = ~((1,[0])) € Z/uz, la] € (Z/z)" quindi ¥((z,y)) = (c, [b))z +
(0, [a])y, questa matrice descrive esattamente I'automorfismo, quindi contando i possibili ¢, [a], [b]
otteniamo che |Aut(Z X Z/nz)| = 2n¢(n), i particolare in questo esercizio la cardinalita & 16.

1.7.7 esercizio : Sottogruppi caratteristici di Z/4z X Z/2z.

soluzione : sono 27/47 X Loz = (7Z/97)* che sono tutti gli elementi di ordine minore o uguale
a2 e 27/4 x {0} che ¢ il gruppo dei quadrati.

1.7.4 osservazione : Se G abeliano, n € Z allora I';, : G — G con I',,(¢9) = ng ¢ un

omomorfismo e Ker(I') e Imm(I") sono caratteristici infatti se ng = 0 = nI'(g) = I'(ng) =0
ese h=ng = I'(h) =T (ng) =nl(g).
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Capitolo 2

Prodotto Semidiretto

2.1 1l prodotto semidiretto

2.1.1 Definizione : Siano H, K dei gruppi, sia v : K — Aut(H) un omomorfismo tale che
v(k) = € Aut(H), v, : H — H con v,(h) = h' € H, si dice prodotto semidiretto di H e K
via 7y il prodotto cartesiano H x K con l'operazione definita da (h, k) * (h', k") = (hyk(R'), kK')
e si indica (H x K,*) = H x, K.

2.1.1 osservazione : Il ruolo di H e K non ¢ simmetrico ovvero H x, K e K % H sono
due oggetti diversi.

2.1.1 Proposizione : H x, K ¢ un gruppo.

Dimostrazione : La chiusura rispetto all’operazione deriva dal fatto che H e K sono grup-
pi, operazione ¢ associativa infatti (a, b)((c,d)(e, f)) = (a, b)(cvq(e), df) = (avp(cyale)), bdf) =
(@) (1a(e)), bf) = (@(cluale), bif) = (an(c),bd)(e, £) = (@, b)(e, d))(e, /); esiste Tele-
mento neutro che e (ey,ex) infatti (h,k)(emy,ex) = (hy(en), k) = (h,k) e (e, ex)(h, k) =
(enVex (h), k) = (h, k), ed esiste I'inverso che & (y-1(h™"), k™) infatti (h, k)(ye-1(h71), k71) =
(hyk(ye-1(h™1), kk~1) = (hh™ ! ex) = (eq, ex ), analogamente per la moltiplicazione a sinistra.

O

2.1.2 osservazione : Il prodotto diretto € un caso particolare del prodotto semidiretto,
ovvero quando 'omomorfismo 7 ¢ banale y(K) = Idy € Aut(H) infatti (h, k) * (W, k) =
(hyi(R'), kK'Y = (hldy(R'), kk") = (hK, kE'"). Consideriamo per esempio Z/7z X, Z/ 7z studiamo
I'omomorfismo; v : Z/7z — (Z/7z2) = Z/6z, per una questione di ordine v([1]7) = [0]s quindi
Y(Z/7z) = {[0]¢} e con cio si deduce che esiste solo il prodotto diretto fra i due gruppi quindi
¢ isomorfo a Z/77 X Z/7z; ricorda che [0]g € un automorfismo.
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_ 2.1.3 osservazione : Dati H = H x {e;} e K = K x {ey} so che H, K <H x K. inoltre
H<H x., K infatti 7g : H X, K = K con mg((h, k)) = k ¢ un omomorfismo e H = Ker(ng),
invece K < H x., K <= il prodotto ¢ diretto.

2.1.4 osservazione : Sia GG un gruppo e H, K due suoi sottogruppi dove H < G. allora
HK & un sottogruppo di G. 'unica proprieta non banale e la chiusura per 1'operazione; siano
hk,h'k' € HK con h,h' € H e k. k' € K, allora hkh'k' = (hkh'k~1)kk' € HK infatti per la
normalita di H, kh'k™' € H quindi hkW'k=' € H e kk' € K.

2.1.1 Teorema : (Scomposizione di un gruppo) Sia G un gruppo, siano H <G e K < G
sottogruppi, se HK = G e HN K = {eg} allora G = H x, K dove v : K — Aut(H) con
(k) = khk™!.

Dimostrazione : Intanto L’omomorfismo v ¢ ben definito in quanto H e normale, consi-
deriamo adesso 'omomorfismo F' : H x, K — G con y((h,k)) = hk; F' ¢ ben deinita, e
un omomorfismo infatti F((h,k) * (W', k")) = F(hy.(h'),kk') = hy(W)kk' = hkW' k™KK =
hkW'kE' = F(h,k)F (I, K'); inoltre & surgettive perche HK = G ed iniettiva perche se F'(h, k) =
hk=eq=h=k"'= h,k€ HNK = {ec}.

O

2.1.1 esempio : S, = A, %, < (1,2) > dove yq,2)(0) = (1,2)0(1,2); D, =< p > X, <0 >
dove v,(p) = opot = p Y Z/szp % Z)sz, v Z)sz — (Z)52)* = Z/sz ma (3,0(5)) =1 =
L5z Xy L] 57, = 7] 57, X L[ 37 esiste un solo gruppo di ordine 15.

2.1.1 esercizio : (Classificazione gruppi di ordine pg con p, g primi)

soluzione : Se p = q allora |G| = p? quindi G ¢ abeliano e sappiamo che ci sono solo Z/,z X Z/ oz
0 Z/,2z; supponiamo allora senza perdita di generalita ¢ > p, per il teorema di Cauchy esistono
due gruppi H, K < G di ordine rispettivamente q, p, sappiamo che H < G perché ha indice il
pit picco primo che divide l'ordine del gruppo (Proposizione 1.5.4), oppure perché ¢ 'unico
sottogruppo di ordine ¢ (questo ci dice che H ¢ caratteristico) infatti supponiamo ci sia H' tale
che |H'| = q allora |HH'| = |H||H'|/|pnp| ma |H||H'| = ¢* ¢ |H N H'| pud essere 1 o ¢ quindi
|HH'| puo essere ¢* o q, ¢* ¢ assurdo perché ¢ maggiore della cardinalita del gruppo, ¢ implica
che H = H' quindi ¢ unico. Usando il Teorema 2.1.1 posso dire che G = H x, K in quanto
per una questione di ordine si ha che H N K = {e,} e che |HK| = |H||K|/unrx = |H||K| = pq
siccome HK C G allora sono uguali (ricordiamo che il fatto che H sia normale garantisce
che HK sia un gruppo). Supponiamo che H =< z > e K =< y > allora avremo che
v <y >— Aut(< x >) con y(y) = v, dove v,(z) = yry~' = z!; siccome v ¢ un omo-
morfismo deve valere che ord(v,)|ord(y) quindi se p { ¢ — 1(JAut < = > | = g — 1) allora
vy = Idy e G = Z/pqz se plg — 1 allora oltre al gruppo precedente ho un’altro gruppo, biso-
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gna solo determinare v; Aut < ¥ >= Z/,_1z quindi gli elementi di ordine p sono p — 1 che
sono le scelte possibili dove posso mandare y posso quindi generare differenti gruppi diversi,
ma vogliamo mostrare che questi p — 1 gruppi sono tutti isomorfi tra loro; consideriamo due
qualunque omomorfismi 7 e 7' tale che 7,(z) = ' e 7} () = 2" con I,I' coprimi con g, si ha
che (y,)P = Id = 2" = x = I = 1 quindi ord(l) = ord(l') = p allora esiste r € () tale che
I'=1"con 0 <r <p—1da questo segue che 7} = v, infatti v, (z) = (7,(2))" = 2" = 2
concludiamo esibendo ¢ : H <, K — H X K tale che ¢((z,y)) = (x,y"), questo & un iso-
morfismo (facile verifica) e possiamo dire che ogni prodotto semidiretto genera gruppi isomorfi
quindi in questo caso ci sono solo due gruppi di ordine pg a meno di isomorfismo.

2.2 Ancora sulle permutazioni

(Classi di coniugio di A,) Sappiamo che |Zg, (0)||Cls, (0)| = n! per il teorema delle classi,
analogamente si ha che se 0 € A, allora vale |Z4,(0)||Cla, (0)| = n!/s dove Z4,(0) = {p €
Aulpop™ =0} = Zg, (o) N A,.

2.2.1 Lemma : Sia H < S, allora |H N A,| ¢ uguale a |H| se H C A, oppure |H|/2 se
H¢A,.

Dimostrazione : Basta vedere che:

H —2 S,(R) 249 G, /4 = {1}

Ker(y) = HN A, e H/4, si immerge in {+1} quindi |Z4,(0)| e uguale a |Zg,(o)| di con-
seguenza |Cla, (0)] = |Cls,(0)|/2 viceversa |Za,(o)| e uguale a |Zg, (0)|/2 di conseguenza

|Cla, (o) = [Cls, ()]
2.2.1 esercizio : I 3-cicli sono tutti coniugati in A,, per n > 5. (per n =3 o n =4 no)

soluzione : Sia ¢ = (a,b,c) in S, con n > 5, osserviamo che (d,e) € Zg, (0)/Z4,(0) con
d,e ¢ {a,b,c}, quindi per lemma precedente |Cly, (o) = |Cls,(0)]; se n = 3, A3 =<
(1,2,3) > allora Cls,((1,2,3)) = {(1,2,3),(1,3,2)} ma |Cls,((1,2,3))] = 213 = |A3| quindi
Cls,((1,2,3)) = {(1,2,3)}; se n = 4 si ha che |4y =12 e [Clg,((a,b,¢)| = (4)2! = 8 1 12
quindi |Clg,((a, b, c))| = 4.
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2.2.2 esercizio : I 5-cicli non sono tutti coniugati in As.

soluzione : le classi di coniugio di un 5-ciclo in S5 sono 4!, se lo fossero anche in As allora
il centralizzatore in A, avrebbe cardinalita 5, assurdo quindi si deve spezzare.

2.2.1 esempio : A4 non ha sottogruppi di ordine 6; se 3H < A4 tale che |H| = 6 al-
lora H< Ay ed 30 € H dove ord(c) = 2 e 0 = (a,b)(¢,d). Osserviamo che Clg, (o) =
{(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} = Cla,(0)) inoltre K = {e, (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4), (1,4)(2,3) }«
Sy ma se H normale e o € H allora Cla,(0) C H di conseguenza K < H ma e assurdo infatti

K| =416 =|H]|.

2.2.1 Proposizione : A,, n > 5 ¢ semplice cioe non ha sottogruppi normali non banali.

Dimostrazione : Se n =5 allora |A,| = 60; consideriamo H < A;, se H contiene un 3-ciclo
li contiene tutti ma siccome generano A, allora H = A,,, se contiene un2 x 2-ciclo per coniugio
contiene un 3-ciclo (es. ((1,2)(3,4))((1,5)(3,4))=(1,5,2)e si conclude come prima, se H contiene
un 5-ciclo per coniugio contiene un 3-ciclo (es. (1,2,3,4,5)(1,5,3,4,2)=(3,4,5))e si conclude come
prima, allora H ¢ banale. Se n > 6 consideriamo A, D G; = {0 € A,|o(i) = 1} = A,_; ogni
G; € coniugato tra loro. Facciamo una Induzione su n:

Passo Base: Gia verificato.

Passo Induttivo : Sia N < A, — N N G; < G; che per induzione si ha N N G; = G; o
NNG; = {e} Vi; se NNG; = G; per un cero i allora contiene almeno un 3-ciclo quindi
N = A,, se NNG; = {e}Vi allora N ¢ il sottogrupppo degli elementi che non fissano nessun
elemento. Prendiamo 0,7 € N se 0(i) = 7(i) = o7 (i) =i = 07! = 0 = 7, fatta que-
sta considerazione scrivo o come prodotto di cicli disgiunti di lunghezza ry,--- ,r; decrescenti,
ovvero 0 = Cj---Cy. Supponiamo r; > 3 per qualche i, quindi C; = (44, 42,43, - ), prendo
p = (i3, j, k) tale che j,k & {iy,iz,43} allora pop™' =7 e 0(iy) = 7(i1) = iy ma o # 7 assurdo;
quindi Vi, i = 2 ovvero o = (i,7)(k,l) -+ & prodotto di trasposizioni, prendo allora p = (I, p, q)
con p,q & {i,j5,k} = 7 = pop~! e o sono distinti ma o(i) = 7(i) = j, assurdo, quindi N &
banale e A,, e percio semplice.

O

sottogruppi normali di S, : Per n = 4 si hanno oltre a quelli banali A, e < (1,2)(3,4), (1,3)(2,4) >.
Per n > 5 S, ha un solo sottogruppo normale che ¢ A, infatti se H < S,, e H {1 A, allora
H N A, <A, masiccome A, e semplice HN A, = {e} = H ¢é generato da una trasposizione
quindi non e normale.
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2.3 1l Teorema di Sylow

2.3.1 Teorema :(di Sylow) Sia G’ un gruppo finito, p primo tale che |G| = p"m con
(m,p) =1 allora :

esistenza : Vo, 0 < o <n 3 H < G tale che |H| =

inclusione :(versione debole) Ogni p-gruppo di G & contenuto in un p-sylow (se H < G tale
che |H| = p® con 0 < a < n allora H ¢ contenuto in un sottogruppo di G di ordine p**1).

coniugio : due qualsiasi p-sylow sono coniugati.
numero : n, = #p-sylow di G allora n,||G| e n, =1 (p).
Dimostrazione :

Esistenza : Fisso o € [0,n]. Sia Ml = {M C G||M| = p*}; allora M| = (’?f) = % =

al a—1 a—1

(p"m H (p"m —1))/(p” pH (p>~%)) = p"~ O‘mpl_[ (p 1) osserviamo quindi che p"~*||M]| e per
=1

i=

i = 1 -, p®~ ! si ha che v,(p"m — i) = vp(p — 1) = v,(i), dove v, e 'omomorfismo di valu-
tamone, quindi v,(Z2=1) = 0 percid p"~* divide esattamente |M]|. Consideriamo ora l'azione

di G su M data da ¢ : G — S(M) Con ng( ) = ¢4 dove ¢4(M) = gM; per il teorema delle
classi M| = Z |orb( )| = Z ‘Sta r dove R ¢ l'insieme dei rappresentanti delle orbite.

Dico che esmte M tale che |5tab( )] = p%, intanto siccome p"~¢|| [M]| allora non tutte le

orbite hanno cardinalita multipla di p"~**! quindi esiste i tale che p"~**' | |orb(m;)| = <22

stab(M;)
quindi p®|stab(M;). In conclusione considero 'applicazione 7 : stab(M;) — M; con 7(y) = yx
dove © € M;, questa applicazione & iniettiva e siccome |M;| = p® allora |stab(M;)| < p* ma

p%|stab(M;) percio p® = stab(M;), dato che stab(M;) < G la tesi e verificata.

Inclusione : Sia H < G con |H| = p* e sia S un p-sylow di G. Consideriamo X = G/g
'insieme delle classi laterali e costruiamo I’applicazione F': H — S(X) con F(h) = ~, dove
Y (gS) = hgS; F ¢ un’azione di H su X. Si ha che m = |X| =[G : 5] = Z lorb(g;S)| =

gi€

Q%R% = g%R#O‘;iS) con R l'insieme dei rappresentanti delle orbite; ponendo |stab(g;S) =

p" si ha che m = > >p*™™ ma p f m quindi esiste i tale che n,, = a e p* "o = 1 quindi vale

che Vh € H hg;, = g;, allora Vh € H gi_olhgiO €eS<=he gz‘oSgi_Ol < H C gioSgi_ol siccome
S e un p-sylow, ¢ g;,S g{ol ¢ un gruppo con la stessa cardinalita allora g;,S gi_o1 ¢ un p-sylow e la
tesi & confermata.
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Coniugio : Siano H,S p-sylow, per la parte Inclusione applicata ad H so che esiste g tale
che H C g;, Sgi_ol per questioni di cardinalita vale H = g;,S gi;l quindi la tesi.

Numero : Sia S un p-sylow, allora n, = #p-sylow= #coniugati di S in G = [G : Ng(9)]| |G].
Consideriamo ora 'azione di S su Y = {coniugati di S in G} ovvero ¢ : S — S(Y) con
d(g) = ~, dove y,(zSx™t) = gaSzlg~!; dico che orb(S) ¢ l'unica orbita banale di que-
sta azione, infatti sia H € Y tale che orb(H) = {H}, S = stab(H) = {s € S|sHs™' =
H} < S C Ng(H) <= SH = HS < HS < G ora |HS| = “gr'j'?' = |ZI)1;LFZ1);| ma siccome
HS < G = |HS|||G| =p"'m = |HN S| =p" = H = 5. Uso ora che [Y| = n, =
S Jorb(H)| = |orb(S)| + X forb(H)| =1+ ¥ B —n, =1+ —=n, =1
HER HER/{S} HeR/{S}

(p), dove R ¢ l'insieme dei rappresentanti delle orbite, e la tesi ¢ verificata.

O

2.3.1 esempio : Sia G = Sy, |S,] = 233; sia P un 2-sylow di S; = |P| = 8 allora P = D,
quindi Dy si immerge in Sy.

2.3.1 esercizio : Chi ¢ il 2-sylow di Sg.

2.3.2 esercizio : (Classificazione dei gruppi di ordine 12)

soluzione : Sia G tale che |G| = 12 = 223, vediamo il numero dei p-sylow; n3 = 1 (3) e n3|12
allora ng € {1,4}, no =1 (2) e ng|12 allora ny € {1, 3} quindi uno tra il 2-sylow o 3-sylow & nor-
male; il 2-sylow ha ordine 4 quindi & abeliano e puo essere isomorfo a Z /47 oppure Z /o7 X Z/ 2z, il
3-sylow analogamente ¢ isomorfo a Z/3z. Se il 3-sylow non & normale allora ha 4 coniugati, sicco-
me l'intersezione tra questi ¢ banale ci sono 8 elementi di ordine 3, restano solo 4 elementi liberi
che comporranno il 2-sylow che sara dunque unico percio normale, usando il Teorema 2.1.1 ot-
teniamo che G = Z /4 1,72/ 57 oppure (Z/ 97, X ) /27, Xy L/ 37, studiamo quindi gli omomorfismi;
v L) sz — Aut(Z/4z) = 7/ 9z, per questioni di ordine y([1]3) = Idz,,, quindi ¢’¢ un prodotto
diretto G = Z/197. ¥ : Z)3z — Aut(Z/oz x Z/9z) = Ss quindi ¥ ([1]3) € {Id,o,0%} cioé due
prodotti semidiretti e un gruppo abeliano Z/sz X Z/gz, dico che i due omomorfismo generano
gruppi isomorfi; consideriamo 'azione di G su i 3-sylow data da ¢ : G — S(P3) = Sy (Ps ¢
Iinsieme dei 3-sylow), il Ker(¢) = {g € G|VP € P3¢,(P) = P} <= {g € G|VP € P3gPg™' =
P} = Pﬂp N(P) ma N(P) = P infatti gPg~' = P <= g € P quindi N N(P)= Pﬂp P ={e}
€P3 S !

PePs
percio G si immerge in Sy, ma in Sy ¢’e¢ un unico sottogruppo di ordine 12 che & A quindi

G = A, e i due prodotti semidiretti generano lo stesso gruppo (& unico perche se H < Sy tale
che |H| = 12 allora |H N A4| = 12 oppure 6, ma per I'esempio 2.2.1 A4 non ha sottogruppi di
ordine 12 quindi H = Ay).

Se il 3-sylow € normale abbiamo, sempre per il teorema 2.1.1, Z/37 X, Z/47 oppure Z/sz X,
(Z )9z, % Z]2z), studiamo quindi gli omomorfismi. 7 : Z/4z — Aut(Z/sz) = 7Z/2z, abbiamo
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7([1]4) = Idz,,, che da un prodotto diretto gia visto prima e 7([1]4) = —Idz/,,, inoltre abbiamo
0:(Z)oyg X L]oz) — Aut(Z/3z) = 7 /97 dove abbiamo sempre uno banale gia visto prima e 3
non banali che danno Dg.

2.3.1 osservazione : S3 X Z/57 ha ordine 12 ma non 1'ho contato prima, perché? ¢ facile
vedere che S3 X Z /97, = Dg.

2.4 1l Teorema di Struttura per gruppi abeliani finiti

2.4.1 Teorema : Sia G un gruppo abeliano finito, allora GG € prodotto diretto dei suoi
p-sylow.

Dimostrazione : Sia |G| = p{* - - - p&r, faccio una induzione su r :
Passo Base : per r =1 GG € un p-gruppo quindi e¢ dimostrato.

Passo Induttivo : Sia d| |G| consideriamo Gy = {z € G|dz = 0} e 'omomorfismo 74 : G — G
con yg(x) = dx, G4 ¢ il nucleo di questo omomorfismo, scrivo inoltre che |G| = p®m con m che
ha r — 1 fattori primi distinti. Dico che G = G X G, infatti Gpe = {g € G|p°g = 0} ¢ un
p-gruppo, se un primo g| |Gpe| per cauchy esiste y € Gy tale che ord(y) = ¢ = p = ¢; inoltre
Gpe ¢ un p-sylow infatti se S ¢ un p-sylow allora |S| =p® e S C Gpe = S = Gpe. Concludiamo
col dire che Gpe, G, < G perché G ¢ abeliano, Gpe N G, = {e} per una questione di ordine e
Gpe + G, = G quindi G = G)e X Gy, quindi per il passo induttivo G = Ge x Gpgz X X Gper

O

2.4.1 Definizione : Sia G un gruppo abeliano finitamente generato. 7' = {z € Glo(z) <
oo} & l'insieme degli elementi di ordine finito ed & detto insieme di torsione.

2.4.1 osservazione : In un gruppo abeliano I'insieme di torsione 7" € un gruppo, inoltre
G/T non ha elementi di torsione e vale che G =T x G/T.

2.4.2 osservazione : non ¢ detto che in generale l'insieme di torsione € un sottogruppo.

2.4.2 Teorema : Sia G un p-gruppo abeliano. Esisitono e sono unicamente determinati
r1,> 19 > - > 1y tale che G = Z/ g X - X L) prsz.

Dimostrazione :

Esistenza : |G| = n, facciamo una induzione su n :
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Passo Base : n =1 allora G = Z/,;.

Passo Induttivo : Sia x; € G tale che ord(z,) = p™ sia 'ordine massimo possibile in G,
< x >< G. Per ipotesi induttiva G/ < 21 >=< 19 > X -+ X < xgy > dove ord(x;) = p™ con
rog > -+ > rg. Consideriamo ora 7 : G — G/ < x; >, voglio vedere che esiste una copia
isomorfa di < 23 > x-+-X <z, >in G;VZ € G/ <21 > Fy € 7(z)~* tale che o(y) = o(Z),
infatti sia p" = o(z) e 7(y) = 7 allora 7(p"y) = p"z = 0 quindi p'y €< 1 >= Ja € Z tale
che p"y = azy, di conseguenza p"'y = 0 percio 0 = p"~"(p"y) = p"* Tax; ma ord(z,) = p"t =
P pt " = p'la = a = p"ay da cui si ottiene che p"y = p"a;xy, prendo ora y — ayxy si ha
che 7(y —ayz1) = 7(y) =z e p'(y — ayx1) = p'y — p"a;xy = 0 che ¢ lelemento cercato. Con
questo risultato si sa che esistono zs, - ,xs € G tale che ord(x;) = ord(z;) = p"iVi=2,--- ,s.
Consideriamo quindi H =< xg,- -+ , x5 > si ha che 7|y & bigettiva e che H ¢ la copia isomorfa
cercata, infatti la surgettivita e ovvia, vadiamo che ¢ anche iniettiva; w(agws + < -+ + asxs) =
(agy, -+ ,a,Ts) = (0,--+,0) <= p"|a;Vi = p"la; = 0 = asxy + -+ + asw, = 0 quindi
¢ iniettiva e percio H =< xy, -+ ,Ts >=< Ty > X---X < xg >. Adesso voglio dire che
G =< x; > X H, basta verificare che < 1 > +H = Ge < x; > NH = {e}; <z > +H =
G<<=VgeG,g=ar;+h,he Ha€Z,socheg € G/ < x4 >=<x9 > XX < x4 >, detto
h = ayro+- - - +aszs ho che m(gh) = 0 = g €< z; > quindi g = ax; + h. Resta da dimostrare
che < 21 > NH = {e}; se a11, = asxo+- - +a,x, allora w(ayz1) = T(agre+ -+ - +a,x,) = 0 =
(agda, -+ ,asTs) = p"t|a;Vi = a;o; = Vi = 2,--- | s => ayz; = 0. Possiamo concludere che
G=<rzy>xHZ=Z<21>X <9 >X---X < x4 > esiverifica che gli ordini sono decrescenti.

Unicita : Per indizione su n, |G| = p" :
Passo Base : Per n =1 G ¢ ciclico quindi G = Z/

Passo induttivo : G = Z/prig X -+ X Ly conry = -+ 215 e GEL[ g X+ X L] g
con ky > -+ > ki G(p) = {z € Glo(z) = p} = (Z/)* = (Z/pz)! = s = t. Ora vo-
glio vedere che anche gli esponenti sono uguali; Considero pG = pZ/ymz X -+ X DL/ 7 =
Lf g X+ X Lf o1z, € PG = L/ iy X -+ X PL] phg, = Lf yr-17, X -+ = X L[ phs—17, per ipotesi
induttivasu pG vale 'unicita quindi r; — 1 = k; — 1 = r; = k;1Vi, quiesto conclude la dimo-
strazione.

O

2.4.3 Teorema : Sia G un gruppo abeliano finito. Allora G & prodotto diretto di gruppi
ciclici: G = Z/p,z X -+ X L/ n.z, con ngns_1|---|ny e tale scrittura ¢ unica.

Dimostrazione :
Esistenza : Vp| |G| chiamiamo G(p) = {z € G|p*z = 0 per qualche k} il p-sylow di G, per il Teo-
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rema 2.4.1 G = G(py) X - -+ X G(pm) € questa decomposizione & unica a meno del’ordine dei fat-
tori. Per il Teorema 2.4.2 esistono e sono unicamente determinati r;; tale che i =1,--- ,n, j =
Lo ymery > 21y Vi, quindi G = (Z/ g X - XL/ ring) X+ X (L] yramig X+ - - X L[ yrnn )
ora uso il teorema cinese del resto al contrario raggruppando i vari fattori in questo modo, dico
che ny, = pl*--- p™ ed in questo modo ottengo la tesi.

Unicita : se avessi due scritture diverse potrei ripercorrere gli isomorfismi al contrario e avrei
due scritture diverse per almeno uno dei p-sylow.
O

2.4.1 osservazione : Le due scritture dei Teoremi 2.4.1 e 2.4.3 sono equivalenti.

2.4.1 esempio : Z/ssz X Z/aaz = (Z)sz X L)112) X (Z)4z X Z)112) = (Z])112 X Z/117) X
(Z/)sz X Z]4z) = G(11) x G(2).

2.4.2 esempio : (Z/oz X Z/3z) X Z]57, X (Z]sz, X L]2z) = (Z)oz X L/sz X L]57,) X (L] 37 %
Z)22) = L/ 360z X L] 6z

2.5 Esercizi

2.5.1 esercizio : (Classificazione dei gruppi di ordine 30)

soluzione : Studiamo i sylow; n;|6, ns = 1(5) = ns € {1,6} e n3|10, ng = 1(3) =
ng € {1,10}, se il P5 non ¢ normale allora ha 6 coniugati e siccome l'intersezione tra essi ¢
banale ci sono 6¢(6) = 24 elementi di ordine 5, di conseguenza per una questione di dimen-
sione il P3 e normale ed quindi PsP; < G questo per la classificazione dei gruppi pq gia fatta
sappiamo che ¢ isomorfo a Z/57 perché (5,¢(2)) = 1, inoltre questo gruppo ¢ normale per-
ché ha indice 2 quindi G = Z/157 X, Z/9z. Se invece il Ps & normale costruiamo comunque
PsP; < G ed arriviamo alla stessa conclusione di prima quindi tutti i gruppi di ordine 30 so-
no distinti dai vari omomorfismi 7 che definiscono il prodotto semidiretto e quindi studiamoli;
T L)oy — Aut(Z/157) = L[4z, X L/ oz. Siano x,y € G tale che o(x) =15e0(y) =2, 7(y) =y
dove 7, (z) = yxy~" = 2* adesso se 75 = Id in quanto 'immagine di un elemento di ordine 2
deve avere al piti ordine 2, allora 2% = z = a? = 1 (15) = a = £1, +4 (15) indicano i vari
omomorfismi possibili. Voglio vedere a seconda della scelta di a che gruppo identificano; so che
per a = 1 si ha Z/30z e per a = —1 si ha Dy3, le altre due a corrispondono agli elementi (1, —1)
e (—1,1) rispetto a Z/47 X Z/4z, le coppie indicano che gli omomorfismi agiscono banalmente
su una componente del prodotto diretto quindi si hanno Dy X Z/37 € D3 X Z/5z.

2.5.2 esercizio : Verificale le varie proposizioni :
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1) HaK e K<G = H<G.

2) H < K <G H, K caratteristici = H < G caratteristico.
3) H< K <G H caratteristico = H < G.

4) H<4 K < G K caratteristico = H < G.

soluzione :

1) E falso. Sia G = D, e prendiamo K =< 0,0p> > e H =< 0 >, HaK ¢ K <G ma
HAG.

2) E vera. H < G & caratteristico <= Vf € Aut(G) f(H) = H; so che K & caratteristico in G,
quindi f(K) = K, cioe f|, € Aut(K) ma H ¢ inariante per Aut(K) = f|x(H) = f(H) = H.

3) E vera. Sia v, € Int(G), so che v,(k) € Aut(K), cioc K 9 G, H ¢ invariante per auto-
morfismi di K quindi in particolare v,|x(H) = v,(H) = H.

4) E falso. Prendo G = A, e come sottogruppo caratteristico prendo il sottogruppo di klein
V= {67 (17 2)(37 4)7 (17 3)(274)7 (174>(27 3)} e H = {67 (17 2)(374>} <V manon in G.

2.5.3 esercizio : Sia G un gruppo con |G| = 2d con d dispari. Allora esiste H <G con
|H| = d, in particolare G non & semplice.

soluzione : Per il teorema di Cayley esiste ¢ : G — S(G) = Sad omomorfismo con ¢(g) = 7,
dove v,(z) = gx; Vo € G, orb(z) = (z, gz, g*x, -+ , g™ 'z) con ord(g) = m. Allora, se pensia-
mo 7, in Sad, & prodotto di 22 cicli di lunghezza m. Adesso sia H = (G = ¢(G)) N Ayg =
|H| € {d,2d}. Per cauchy esiste y € G tale che o(y) = 2, ~, ¢ prodotto di d cicli di lunghezza
2, ma d dispari quindi v, € Asy = |H| = d.

2.5.4 esercizio : Sia G un gruppo semplice finito. Se esiste H < G, [G: H| =n —= G —
A,

soluzione : Sia X = {SEZH? I'insieme delle classi laterali e sia ¢ : G — S(X) = S, con
?(g) = v, dove v,(zH) = g:lc:IiI', l'azione di G su X. N = Ker(¢) = {g|gz;H = x;HVi} = {g €
Glgx; € v;HVi} = {g € G|g € x;Hx; ' Vi} = ﬁ x;Hx;'. Considerando I’azione abbiamo che
G :GNA, € {1,2} ma G ¢ semplice e se f(gsle 2 l'indice avrebbe un sottogruppo normale

quindi vale 1 e percio G si immergie in A,,.
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2.5.5 esercizio : Un gruppo di ordine 112 non & semplice.

soluzione : Studiamo il P2; |Py| = 16, ny € {1,7}, se fosse 1 il P, sarebbe normale ¢ la
tesi e verificata, consideriamo quindi il caso che abbai 7 coniugati. Prendiamo il normalizza-
tore Ng(P,), questo ha indice 7 in quanto il P, < Ng(F2), quindi ha cardinalita 16 o 112, ma
112 non puo essere se no il P, ¢ normale cosa che abbiamo escluso. Per 'esercizio 2.5.4, G si
immerge in A7 ma 1124 %, assurdo, quindi n, = 1 e GG non e semplice.

2.5.6 esercizio : un gruppo di ordine 144 non ¢ semplice.

soluzione : Studiamo il Ps; |Ps| = 9, n3 € {1,4,16}. Se ng = 1 allora il P; ¢ normale e
G non & semplice, se n3 = 4 allora Ng(P3) ha indice 4 (usando il teorema delle classi sul’azione
di coniugio di G sui 3-sylow) quindi G si immergie in Ay ma 144 t 4!, assurdo per una questione
d’ordine, resta il caso di ny = 16. Consideriamo quindi I'ultimo caso, se per ogni coppia P, P’ di
3-sylow vale che PN P’ = {e} allora ci sono 128 elementi di ordine divisibile per 3, quindi il P, ¢
normale e GG non ¢ semplice, allora supponiamo che esistono P, P’ 3-sylow tale che PN P’ = H,
|H| = 3; siccome P, P’ sono abeliani PP' < Ng(H) e sono anche suoi 3-sylow (quindi anche in
Ng(H) vale che ng € {1,4,16}), quindi |Ng(H)| > 18 = |Ng(H)| € {36,72, 144}, consideria-
mo 'azione di G su le classi laterali di Ng(H ), nei casi in cui la cardinalita sia 36 o 72 Ng(H)
ha indice 4 o 2 quindi ’azione ha nucleo non banale ed ¢ normale in G, se vale 144 allora H ¢
normale in GG, in ogni caso si trova un sottogruppo normale quindi G non e semplice.

2.5.7 esercizio : (Da vedere) p-sylow di GL(n,F,).

'

soluzione : Intanto sappiamo che |GL(n,F,)| = (p" —1)(p" —p) - - - (p" —p™ ') perché abbiamo
(p™ — 1) scelte per la prima colonna della matrice, ovvero tutte meno quella nulla, poi (p™ — p)

per la seconda, ovvero tutte meno i multipli della prima, e cosi via. Esplicitando i fattori p si
n(n—1
ha che |GL(n,F )\ = pp2 p"la=p “ 4 con (a,p) = 1, quindi abbiamo che il p-sylow P

n(n—1) n(n—1) n(n—1)

ha cardlnahtap 7. SiaAe P, allora A7 * =1 quindi pa(z)|z? > —1=(z—1)P» = |

k. n—1
dove 'ultima uguaglianza deriva dal fatto che siamo in IF,,, quindi det(A) =1. n, € {>p' } .
=0 k=0

2.5.8 esercizio : Sia G un gruppo non abeliano tale che |G| = p?. Allora |Z(G)| = p e
G' =[G : G] = Z(G), e calcolare il numero di classi di coniugio.

soluzione : Intanto G' ¢ un p-gruppo quindi ha centro non banale e le possibilita per la
sua cardinalitd sono p,p?, p3, escludo p® perché G non ¢ abeliano inoltre se fosse p? allora
|Int(G)| = |G| = p se Int(@G) e ciclico allora G abeliano e non va bene per le ipotesi quindi

I'unica p0831b1hta e che sia p. Adesso vediamo che |G/Z(G)| = p? quindi il quoziente & abeliano
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e percio G’ C Z(G) = G’ = {e} oppure G' = Z(G) ma la prima si esclude perché impliche-

rebbe che G sia abeliano quindi G’ = Z(G). In conclusione calcoliamo in numero di classi di

coniugio, p* = |G| = |Z(G) + §R| Z|(Gx‘)‘, dove R ¢ il numero di classi di coniugio non banali;

osserviamo che se x ¢ Z(G) allora |Z(z)| = p* perche Z(G) C Z(z) C G, da cui si ottiene che
pP=p+ Z—Z = p+ |R|p quindi il numero delle classi ¢ p + |R| = p* +p — 1.
z€ER

2.5.9 esercizio : A, ¢ generato da i 3-cicli.

soluzione : Ogni o € S, lo posso scrivere come composizione di trasposizioni, in particola-
re in A, in un numero pari di trasposizioni. Osserviamo che composizione di due trasposizioni
non disgiunte formano un 3-ciclo infatti (a, b)(a,c) = (a,¢,b) con a # b # ¢, invece composi-
zione di due trasposizioni disgiunte la posso scrivere come composizioni di due 3-cicli, infatti
(a,b)(c,d) = (a,b)(a,c)(a,c)(c,d) = (a,c,b)(c,d,a), con a # b # ¢ # d, quindi in conclusione
prendo o € A, la scrivo come composizione di trasposizioni e a due a due le accoppio e come
detto precedentemente o esce un 3-ciclo o un prodotto di due 3-cicli.

2.5.1 osservazione : Se H< S, e 7 € H, dove T ¢ un 3-ciclo, allora A, C H.

2.5.10 esercizio : (1,2),(2,3),(3,4),---,(n — 1,n) generano S,
soluzione : Per induzione su n :
Passo base : Sy =< (1,2) >.
Passo induttivo : Per ipotesi induttiva (1,2),---,(n — 2,n — 1) generano S,_; che & sotto-
gruppo di S, e queste quindi generano tutte le trasposizioni (i,j) con i < j < m, c¢i manca-
no quelle della forma (i,n). Se i = n — 1 allora (i,n) sta nella lista, se ¢ < n — 1 ho che

(i,n) = (n —1,n)(1,n — 1)(n — 1,n) quindi posso generare tutte le trasposizioni e siccomme
tutte le trasposizioni generano S, la lista (1,2),---,(n — 1,n) genera S,.

2.5.2 osservazione : S, ¢ generato da un n-ciclo ed un particolare 2-ciclo, per esempio
¢ generato da o = (1,2,---,n) e 7 = (1,2) infatti o*70™* = (k + 1,k + 2) che restituisce la
lista dell’esercizio precedente e quindi genera tutto S, invece ¢ = (1,2,--- ,n) e 7 = (1,3) non
generano S,. Per ogni p primo S, ¢ generato da un p-ciclo e da un qualsiasi 2-ciclo.

2.5.11 esercizio : Risolvere 'equazione o = (1,2,3)(4,5,6) = 7 al variare di o € S,0.
soluzione : Osserviamo che ¢ = ¢ = 0(0)[12 e 3|o(¢) quindi o(c) = {3,6,12}. Se
o(0) =3 = 0 =7 ed ¢ una soluzione. Se o(c) = 6 allora ¢ puo essere un 6-ciclo, 6 x 3-ciclo,

6 x 2-ciclo, 6 x 2 x 2-ciclo, 3 x 2-ciclo, 3 x 3 x 2-ciclo, 3 x 2 x 2-ciclo, 3 x 3 x 2 X 2-ciclo,
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3 X 2 X 2 x 2-ciclo, dobbiamo vedere se la quarta potenza di questi dia un 3 x 3-ciclo, rispet-
tivamente la quarta potenza ¢ un 3 x 3-ciclo, 3 x 3 x 3-ciclo, 3 x 3-ciclo, 3 x 3-ciclo, 3-ciclo,
3 x 3-ciclo, 3-ciclo, 3 x 3-ciclo, 3-ciclo, quindi vanno bene un 6-ciclo, 6 x 2-ciclo, 6 x 2 X 2-
ciclo, 3 x 3 x 2-ciclo, 3 x 3 x 2 x 2-ciclo, vediamo quante soluzioni ci sono di questa forma.
I 3 x 3 x 2-ciclo, 3 x 3 x 2 x 2-ciclo sono della forma 7 o« dove v e un 2-ciclo o 2 x 2-ciclo
di S{7g9,10y quindi ci sono (%) + %(%) (%) permutazioni di questa forma; adesso vediamo il
6-ciclo, se abbiamo ¢ = (a,b,c,d, e, f) allora ¢* = (a,e,c)(b, f,d) = (1,2,3)(4,5,6) possiamo
supporre che a = 1 di conseguenza e = 2 e ¢ = 3, adesso vedo che ci sono 3 modi di combinare
(b, f,d) con (4,5,6), (potevo anche vederlo dal 6-ciclo, ho 6 possibilita per a e si determinano
anche e e ¢, poi ho 3 possibilita per b e si determinano anche f e d, poi nel 6-ciclo se traslo le

sue componenti non cambia la permutazione quindi ci sono % = 3 soluzioni), quindi ci sono

3 6-cicli che assolvono alla nostra richiesta, in tutto quindi ci sono 3(1 + (%) + %(%) (%)) che
sono date dal 6-ciclo composto identita, 2-ciclo e 2 x 2-ciclo di Sz 89,10y Se o ha ordine 12
allora le possibilita sono 6 x 4-ciclo, 3 x 4-ciclo, 3 x 4 x 2-ciclo, 3 x 3 x 4-ciclo, la quarta potenza
¢ rispettivamente un 3 x 3-ciclo, 3-ciclo, 3-ciclo, 3 x 3-ciclo, quindi vanno bene 6 x 4-ciclo e

3 x 3 x 4-ciclo che sono in tutto 3(3!) + 3! ovvero i 6-cicli composti i 4-cicli di St7 89,10y € T com-

posto i 4-cicli di St789,10y. Complessivamente di sono 4( ( ‘21) + % ( %) (%) +3!+1) = 64 soluzioni.

2.5.12 esercizio : Risolvere 'equazione o = (1,2,3,4) in Sss.

soluzione : per I'analisi fatta nell’esercizio precedente non si puo ottenere un 4-ciclo da una 4
potenza di un qualsiasi ciclo, quindi non ha soluzione.

2.5.13 esercizio : Calcolare |Aut(Z/oz X 7/ sz, X Z]47)|.

soluzione : Siano ej, e, e3 una base standard per G = Z/og X Z/47 X Z/4z. Intanto G ¢
abeliano ¢ G, = {g € G|g ha ordine una potenza di p} ¢ caratteristico. Definite le possibili
immagini per i generatori abbiamo definito anche tutto I'automorfismo, adesso G ha 24 ele-
menti di ordine 4 quindi e5 ha 24 possibili immagini, e deve andare in un elemento di ordine 4
diverso da quello individuato da es e in modo che il gruppo < eq, e3 > abbia ordine 16, ovvero
imporre che 2vy(e3) # 0 (dice che non ha ordine 2) e 2y(e3) # 2v(eq) (affinché non generi un
gruppo di ordine 8 con ey). Se y(e3) = x allora se 2z = 27v(ey) <= = €< 7y(eg),el. di ord.
2 > quindi x = y(e2) + y con o(y) = 2 (infatti 2y = 2z — 27y(ey) = 0), di conseguenza dire che
2x # 2v(eq) significa x # ~y(ez) + y in questo modo escludo 8 casi ed ez ha cosi 16 possibili
immagini. Infine e; puo andare solo negli elementi di ordine 2 di G tranne negli elementi di ordi-
ne 2 di < eg, e3 >, percio ha 4 possibili immagini. Quindi |Aut(Z/ozX7Z/4z X7/ 4z)| = 24x 16 x 4.

2.5.14 esercizio : Calcolare S/, =[S, : S,], il derivato di S,.
soluzione : S! non puo essere {e} perché S, non ¢ abeliano. S/, & caratteristico quindi normale,
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noto che per n > 3, (1,2,3) = (1,2)(1,3)(1,2)(1,2) = [(1,2),(1,3)] € S/, quindi S/, contiene un
3-ciclo e per normalita li contiene tutti quindi A,, C S),, osserviamo che S, /A, = Z/5z, quindi
S! C A, per cio S!, = A,; per n = 1,2, S, ¢ abeliano quindi 5!, = {e}.

2.5.15 esercizio : Quale ¢ il piu piccolo n tale che Z /g7 si immerge in S,,.

soluzione : e sufficiente vedere quando sia possibile trovare un elemento di ordine 6. Per
n =5 si ha (1,2)(3,4,5) che ha ordine 6.

2.5.16 esercizio : Quale ¢ il piu piccolo n tale che Dg si immerge in S,,.

soluzione : E sufficiente trovare un elemento di ordine 6 p ed uno di ordine 2 o tale che opo =
p~ L. portiamoci in S, sappiamo che ci troviamo un elemento di ordine 6 ed ¢ il pitl piccolo dove

lo si puo trovare p = (1,2)(3,4,5), quindi o lo possiamo trovare in Ng,((1,2)(3,4,5)/Z((1,2)(3,4,5),
(questo in generale no ¢ sufficiente ma in questo caso lo &), prendiamo per esempio o = (5,4).

In conclusione < (1,2)(3,4,5),(5,5) >< S5 e < (1,2)(3,4,5),(5,5) >= Dg, quindi 5 ¢ il piu
piccolo n dove si immerge.

2.5.17 esercizio : (Da vedere) Il piu piccolo n tale che Qg si immerge in S, e 8.

soluzione : Intanto per il teorema di Cayley si ha che Qg si immergie in Sg, bisogna solo
far vedere che ¢ il piu piccolo dove si immerge. ()g ha ordine 8 quindi un S, deve poterlo
contenere percio il minimo probabile ¢ S;, ma se lo fosse sarebbe un suo 2-sylow ma come
sappiamo il 2-sylow di Sy ¢ D4 come per Ss.

2.5.18 esercizio : (Da vedere) (Classificazione dei gruppi di ordine p?q, con p, q primi)

soluzione : Se p < q si ha che n, € {1,p?}, quindi il g-sylow ¢ normale o ha 16 coniugati.
Nel primo caso si ha che G = @) x, P, dove @ ¢ il g-sylow e P ¢ il p-sylow, nel secondo caso,
siccome i g-sylow hanno intersezione banale, ci sono (¢ — 1)p? elementi di ordine ¢ e quindi
rimane un solo posto per il p-sylow percio il p-sylow € normale e si ha G = P %, (). Se p > q
il p-sylow ¢ normale perché ha indice il piu piccolo primo che divide I'ordine del gruppo quindi
si ha G = P x, Q. Studiamo adesso i vari omomorfismi; v : P — Aut(Q), P = Z/,2z o
PZ=7Z/y XL/ e Q =7/ Quindi abbiamo vy : Z/,2 — Z/4-12, se (p,q — 1) = 1 allora
G=Z/pg, seq—1=p.

2.5.19 esercizi : Aut(D,)

soluzione : Sappiamo che la cardinalita di questo gruppo ¢ 4¢(4) = 8. Consideriamo p €
Aut(Dy) dove p(s) = sr, p(r) = r e o € Aut(Dy) dove o(s) = s, o(r) = r®. Si osserva
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che o(p) = 4 quindi < p > € normale, inoltre o(c) = 2 e 0. < p >, da cio si dimostra che
<p><o>=Aut(Dy) e < p>N<o>quindi Aut(Dy) =< p > X, < 0 >Z ZL/4z Xz L/ 2z.
Ora 7 : 7/ — Aut(Z/4z) = Z/2z, ci sono due omomorfismi, uno banale ed uno non banale,
vediamo quindi come agisce o su p; si vede che opo = p~! quindi Aut(Dy) = Dy.

2.5.20 esercizio : (Da vedere) Sia G = Djgg. cercare i sottogruppi di ordine 4 e 50.

soluzione : Cerchiamo sottogruppi isomorfi a Z/4z : abbiamo solo < r?* >, dove r ¢ la rotazio-
ne, che & normale e caratteristico. Il quoziente Dygo/ 255 = Das che ha ordine 50. Cerchiamo
sottogruppi isomorfi a Z /o7 X Z /97 : 1i cerco nel centralizzatore perché Z /o7 X Z /o7 € abeliano.
Sia s la riflessione, | Z(sr*)| = CZZ((;S’“) = 4 perché le classi di coniugio delle simmetrie si dividono
in due, Cl(s) = {sr*|k =0,--- ,49} e Cl(sr) = {sr*™ |k = 0,--- ,49}. Nel centralizzatore di un
elemento ci sono sempre 1’elemento stesso, il centro e se ’elemento ¢ potenza di un altro, allora
ci sta pure quest’altro elemento. Quindi Z(sr*) =< srk, %0 >= {Id, srk 0 sr*5} in questa
maniera ottengo 50 sottogruppi non normali di ordine 4 isomorfi a Z /97 X Z/7. Cerco sotto-
gruppi di indice 4 : H < Djgg con [D1g : H]. T sottogruppi di ordine 50 contengono i 5-sylow di
Digo. 11 5-sylow di Dygq ¢ il gruppo < r* >C H allora costruisco v : Digg — Digo/<pis = Dy e
per il teorema di corrispondenza basta trovare gli elementi di ordine 2 in D,; sono < r? > che &
normale, < s >, < sr >, < sr? >, sr®. Tornando indietro con v~! ottengo i sottogruppi cercati
(G — G/N = v Y(H) = {HN, H}, dove H & un sottogruppo...), < r2,rt > < s 7t >
<srrt >, < sr? et >, srd rt

2.5.21 esercizio : (Da vedere) (Classificazione dei gruppi di ordine 105)

soluzione : Consideriamo il 5-sylow, ns € {1,21}. Supponiamo che ns = 21 allora siccome
I'intersezione tra i 5-sylow e banale ci sono 84 elementi di ordine 5. Il 7-sylow deve essere nor-
male perché n; € {1,15} e siccome l'intersezione ¢ banale tra i 7-sylow se fossero 15 ci sarebbero
90 elementi di ordine 7 ma non c¢’e abbastanza posto perché sono rimasti liberi solo 21 elementi.
Possiamo quindi costruire P; P; < G, questo & un sottogruppo ed ¢ isomorfo a Z /77 x,Z /53 , inol-
tre ¢ normale perche ha indice il pitu piccolo primo che divide 'ordine del gruppo quindi posso a
sua volta costruire P3(P5;P;) = (Z/72 XL /52) X+ Z /57 = G. Siccome (¢(7),5) = 1 allora v = Id
percio G = (Z/7z X ZL]5z) X+ 2/ 3. Adesso T : Z /sy, — Aut(Z/72x L] 51) = (Z /67X Z ] 47,) sicco-
me (3,4) = 1 allora il 3-sylow agisce solo sul 7-sylow quindi G = (Z /72 X+, Z/3z) X Z ] 5z. Studia-
mo quindi 7y : Z/sz — Aut(Z/7z) = Z/ez = (Z /97 X Z/3z) quindi ci possiamo ancora ridurre a
studiare 7 : Z/37 — Z/3z. Ho un omomorfismo banale che da Z /957 € due non banali appar-
tenenti ad Aut(Z/3z). Dico che i due omomorfismi non banali generano gruppi isomorfi; infatti
considero o € Aut(Z/3z) tale che a([1]3) = [2]3 e considero ¢ : Z/1z X1 Z /37 — L1z X:2 L /37
dove i ([1]3) = 2, vi([1]3) = 4 e osservando che a o v{(z) = vi(z) o a. Dico che ¥((a,b)) =
(a(a),b) & questo definisce un isomorfismo infatti ¢ (a,b) = (a(a),b) = (0,0) = (a,b) = (0,0)
inoltre V(a,b) € Z/7z * 2 Z/3z, ¥((a(a)~",b)) = (a,b). Quindi & bigettiva, abbiamo usato solo
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che a ¢ un automorfismo. Adesso ¥((a,b)(c,d)) = ¥((avi(b)(c),bd)) = (a(ay;(b)(c)),bd) =
(a(@)a(x}(6)(c)), bd) = (a(a)72(B)((e)),bd) = (a(a), b)(a(c).d) = ((a,))b((c,d)). In con-
clusione abbiamo trovato un gruppo abeliano ed uno non abeliano. Se il 5-sylow & normale
con alcune considerazioni di prima otteniamo che G = (Z/5z X Z/72) X+ Z/3z. con gli stessi
ragionamenti di prima otteniamo che G = Z/sz x (Z/7z -, Z/3z) uguale al caso precedente.
Quindi esistono solo due gruppi di ordine 105.

2.5.22 esercizio : Trovare un gruppo G tale che |G| = 255 e H < G tale che |H| = 85
ciclico.

soluzione : Intanto dico che H e un gruppo ciclico. il P;7 € normale perché ha indice il piu
piccolo primo che divide I'ordine del gruppo, quindi G = Py;P5. Inoltre siccome (5, ¢(17)) = 1
si ha che H = 7Z/gs57. Adesso osserviamo che H < G perché ha indice [G : H| = 3 il piu
piccolo primo che divide l'ordine del gruppo (un altro modo & supponendo che non sia nor-

male. Prendiamo quindi un suo coniugato L, allora |[HL| = ||gr|j|§|| = I?‘ZQLI < 255. Quindi
per forza |H N L| = 85 ed ¢ quindi unico e percio normale) quindi G = Z/ssz X, Z/37. Ora
T Lfsy, — Aul(Z/s57) = (Z/4z X Z/16z) ma per questioni di ordine 7([1]3) = Idy,,, per cio

G = 7Z/2552.

2.5.23 esercizio : Calcolare il centralizzatore e normalizzatore di o = (1,2, 3)(4,5,6) in
Ss

soluzione : Usando il teorema delle classi sappiamo che |Zg,(0)| = <8>8!(5) = 313! = 36. Inol-
205)2(2)2

tre H =< (1,2,3),(4,5,6),(7,8) >< Zg,(0) che ha cardinalita 18 ed ¢ abeliano e normale per-
ché ha indice 2. Resta una permutazione che coniuga i due cicli di o che (1,4)(2,5)(3,6). In con-
clusione Zg,(0) =< (1,2,3),(4,5,6),(7,8) > x.(1,4)(2,5)(3,6) = (Z/32 X Z/3z X L] 22.) X+ 7] 2.
Il prodotto diretto ¢ non banale e 7([1]2)((a,b,c)) = (b,a,c). Ci resta il normalizzatore.
Consideriamo v : Ng,(0) — Aut(< o >) tale che v(n) = 7, e Y.(r) = nzn~', quindi
Ker(y) = Zs,(0) ed € anche surgettiva. In conclusione Ng (o) = Zg (o) X, Aut(< o >).

2.5.24 esercizio : (Da vedere) Sia G un p-gruppo e H < G sottogruppo proprio. Allora
H < N¢(H) (sottogruppo stretto, mai uguale).

soluzione : So che Z(G) non ¢ banale perche G ¢ un p-gruppo. Se Z(G) £ H allora H < Ng(H)
perche Z(G) C Ng(H). Se Z(G) < H, allora lo dimostro per induzione. Se |G| =p e |G| = p?
si ha che i gruppi abeliano ed ogni sottogruppo proprio € normale quindi il loro normalizzatore
¢ tutto G che ¢ maggiore del sottogruppo stesso. Ora sia |G| = p" ed un qualsiasi H < G,
considero il diagramma :
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ok

GZG/Z(G) L> H/Z(G)ZH

)) = Ng(H) infatti

Per ipotesi induttiva H < Ng(H). Quindi H = w:l(]:[) (H
ZHZx 'Z = HZ —

i (N,
sia v € Y (Ng(H)) e Z = Z(G), sappiamo che THz ™! H =
v(ZHZ)x ' = xHr ' = H quindi * € Ng(H) ma = ¢ H.

G
T

2.5.25 esercizio : Quale ¢ il minimo n tale che Dg si immerge in A,,.

soluzione : Devo trovare una permutazione di ordine 6 pari ed una di ordine 2 pari che coniuga la
rotazione nella sua invarsa. La piu piccola la trovo in Az, infatti prendo p = (1,2)(3,4)(5,6,7)
questa sara la rotazione di ordine 6 pari. trovo la simmetria o in Ng,(p) N A7, e prendo

= (1,2)(6,7). In conclusione noto che una permutazione di ordine 6 non la trovo in S,, con
n <4, in S5 e S le trovo ma sono della forma 2 x 3-ciclo o 6-ciclo ma queste sono dispari.

2.5.26 esercizio : Sia GG un gruppo di ordine 60 e semplice. Allora G = As.

soluzione : Osserviamo che ny € {1,6}, siccome G ¢ semplice abbiamo che n; = 6. Dall’azione
di coniugio di G su I'insieme dei 5-sylow abbiamo che [G : N(Ps)] = 6 e per la semplicita di G si
ha che G < Ag, ed inoltre G ha indice 6 in Ag. Consideriamo quindi v : Ag — S(X) I'azione
di Ag sul’insieme delle classi laterali di G. A, si immerge in S(X) perché semplice, quindi
induce un’azione di G su X, v|g : G — S(X). G agisce banalmente su X, per questo l'orbita
di G € X ¢ {G}, quindi G agisce anche su X — {G}, & posso costruire G — S(X — {G}) = S;
Quindi G ¢ isomorfo ad un sottogruppo di Ss di indice 2 che & As.

2.5.27 esercizio : Sia G = Qg X Dy, trovare Z(G).

soluzione : Z(G) = Z(Qg) X Z(Dy) = Z/oy X L],

2.6 Ancora Esercizi

2.6.1 esercizio : Aut(Qg x Dy)
soluzione : Siay € Aut(Qgx D,) esprimo v con una matrice (”‘ B) convy((g,h)) = (a(g)a(h), 5(g)d(h))
dove o : Qg —> Qs, b : Qs —> Dy, 0: Dy — Qs, 0 : Dy — Dy, sono omomorfismi; voglia-

mo vedere per quali di questi omomorfismi la matrice cosi indicata identifichi un automorfismo
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di Qg X Dy.

Studiamo 3 : Qs — D, : Osserviamo intanto che non esiste nessun omomorfismo surget-
tivo in quanto i due gruppi hanno la stessa cardinalita e se esistesse sarebbe un isomorfismo,
assurdo; (Jg ha 3 sottogruppi di indice 2, < i >, < 7 >, < k >, che sono il kernel di 3 omomorfi-
smi surgettivi da Qg in Z /o7, troviamo anche un omomorfismo surgettivo da Qg in Z /97 X Z/2ze
ovviamente uno banale (5 non puo avere immagine in Z/4z perché Qg ha un solo sottogruppo
di indice 4 che ha come immagine Z/97 X Z/97). Di questi omomorfismi sopra elencati non
tutti vanno bene al fine di costruire la matrice iniziale, infatti prendiamo ¢ € (Jg e conside-
riamo (g i> Qs x Dy — Qs x Dy con v € Aut(Qs x Dy) e tale che ¢(i) = g = (i,ep,)
quindi v(g) = («a(i),B(i)); siccome v ¢ un automorfismo manda Z(g) =< i > XDy in
Z(v(9)) = Z(a(i)) x Z(B(i)), ora Z(a(i)) puo essere Qs 0 Z/47 e Z(5(i)) pud essere Dy,
ZL)oz, X L/az 0 L] 47, quindi Z(«(i)) x Z(5(i)) puo essere Qg X Dy, Qs X Z/oz X L] 97, Qs X L] 47,
L]z X Dy, L) sz, X L) oz X L] 2z, 0 L] 47, X L] 4z; come li distinguo?, conto gli elementi di ordine 4
che rispettivamente sono 36,24,28,20,8,12, siccome < ¢ > x D4 ha 20 elementi di ordine 4 allora
abbiamo trovato che Z(«(i)) x Z(B(i)) = Z/4z x Dy quindi Z(B(i)) = Dy; poiche (i) € Dy
allora (i) € Z(Dy4) = Z/9z, allora in conclusione f : Qs — Z(Dy) e ci sono 4 omomorfismi
di questo tipo, 3 surgettivi ed uno banale.

Studiamo o : Dy — Qg : Le possibili immagini sono {e} e Z/97 perché i sottogruppi nor-
mali di Dy sono : < p? >,< p >, < p* 0 >,< p? po > (< p?> > non lo contiamo perche
Dy/<p2s = 7)oz X /o7 € non si immerge in Qg), quindi abbiamo 4 omomorfismi, uno banale
e 3 non banali che si posso spezzare come composizione di un quoziente e una immersione.
In conclusione abbiamo o : Dy — Z(Qs) = Z /47 infatti sia (g,h) € Qs X Dy se ¥((g,h)) =
(alg)o(h), B(g)5(h)) = (cquep,) allora a(g), « € Qs ¢ za(g)o(h) = req, = cqur = alg)o(h),
se x = a(g)~! si ha che o(h) = a(g)o(h)a(g)™! quindi o(h) € Z(Qsg); analogamente si ha lo
stesso risultato gia trovato prima per .

Studiamo « : Qs — Qs : Se a non fosse surgettiva avrebbe [Imm(a)| < 2 e Imm(a) C Z(Qs)
ma 7 ¢ un automorfismo quindi v|g, = (ﬁ) = (g pero «, o non sono surgettive per lo stu-
dio precedente quindi non puo velere la seconda uguaglianza, percio o ¢ un automorfismo di QJg.

Studiamo § : Dy — D, : Se J non fosse surgettiva avrei che l'immagine sarebbe {e} o
Z/oz 0 L]9z X L]z, ma facendo la stessa considerazione di prima piu lo studio di S otterrei
che non ci sarebbero elementi di ordine 4 nella immagine di 7 in particolare 7|p, non sarebbe
un automorfismo di Dy, quindi § € un automorfismo di Djy.

Abbiamo quindi trovato che se o € Aut(Qs), [ : Qs — Z(Dy), o : Dy — Z(Qs),
d € Aut(D,) allora v = (3‘ ?) € Aut(Qs x Dy) e queste sono le condizioni necessarie, vor-
remmo che siamo sufficienti. Dico che v ¢ iniettiva : se v((g,h)) = (egs,€p,) allora abbiamo
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che a(g)o(h) € Z(Qs) = g € Z(Qs) e B(g)o(h) € Z(Dy) = h € Z(D,) quindi osservando
che a(—1)o(p?) = =1, a(—1)o(ep,) = —1, B(1)d(p?) = p?, vale che (g,h) = (egs, €p,) quindi &
iniettiva.

2.6.2 esercizio :(Da vedere) Aut(Qs)

soluzione : Intanto osserviamo che < —1 > & caratteristico dato che -1 ¢ I'unico elemen-
to di ordine 2 in (s. Consideriamo adesso 'omomorfismo ¢ : Aut(Qs) — Ss tale che
s,t € Aut(Qsg) (dove s(i) = 7, s(j) =1, s(k) = =k e t(i) — i, t(5) = k, t(k) = j) ¥(s) = (1,2)
e ¥(t) = (2,3); si ha che il Ker(¢y) = {y € Aut(Qs)|7(1) = £1, 7(j) = £j} = Int(Qs) =
Z]oz, X Z]oz. Abbiamo cosi ottenuto la succesione Int(Qg) — Aut(Qs) — S3, notiamo
che Int(Qg) N (S3)™! = {e} = Aut(Qg) = (Z/27 X Z/27) X, Ss. Studiando 'omomorfismo
T: Sy — Aut(Z/oz X Z]oz) = S, si ottiene che Aut(Qs) = Sy.

2.6.3 esercizio : Aut(D,)

Sappiamo da uno studio precedente che |Aut(D,)| = n¢(n) e che esiste una bigezione con
Z)nz % (Z/nz)*. Consideriamo adesso ¢ : Aut(D,) — Aut(Z/nz) con ¥(y) = v|z),,; questa
applicazione ¢ ben definita in quanto Z/,z € caratteristico in D, ed & surgettiva perché iden-
tifica gli automorfismi di D,, che fissano o, il nucleo e 'insieme degli automorfismi di D,, che
fissano la rotazione p, in conclusione si verifica che D,, = Z/ .z X (Z/,z)*; i due gruppi hanno
intersezione banale e insieme danno tutto D,, grazie all’omomorfismo 1. Cerchiamo di capire
come ¢ fatto 7 per studiare il prodotto semidiretto; i generatori di questo gruppo sono ¢; con
65(p) = p, 65(0) = 0 v con vilp) = o', i(0) = o, quindi Aut(D,) = {9, 0 i € (Z/,)",
J € Z/nz}, vediamo come agiscono su D, 1; o ¢p;j(op®) = gp?1 e ¢; o P;(op*) = ap? T,
questo ci induce a studiare 6 : Aut(D,,) — Aff(Z/nz) con 8(¢p; o ;) = B dove f(a) = j + ia,
con le osservazioni precedenti si deduce che questo omomorfismo € ben definito ed € un iso-
morfismo quindi Aut(D,) = Aff(Z/,z). L’isomorfismo si pud ottenere anche studiando
X Aff(Z)wz) — (Z/nz)* con X(B) = i dove B(a) = j + ia, il nucleo ¢ proprio Z/,z
quindi si ottiene Af f(Z/nz) = Z/nz Xr (Z/nz)*, T € 71 inducono lo stesso prodotto semidiretto.

2.6.4 esercizio : Aut(Z/,.z)

soluzione : Sappiamo che Aut(Z/,z) = (Z/nz)*, inoltre se n = ab con (a,b) = 1 si ha che
(Z)n2)* = (Z)az)* X (Z/yz)*, quindi ci riduciamo a studiare Z/,nz con p primo. Se p = 2 dico
che (Z/anz) = Z/gn—27 X Z/2z. So che la cardinalita & ¢(2") = 2"~! devo trovare un elemento
x di ordine 2”72 e uno y di ordine 2 tale che 22" # 1y, ed ho finito. Conto le soluzioni di
=12, 22=12") = (z—1)(xz+1)=0(2") = =z =1(2""") oppure z = —1 (2"71).
Adesso dimostriamo che 5 ha ordine 2”2, dico che 52" * = 14 2""! % 1 (2"). Per induzione
sun;n=3=5=5(8). Adesso 52" " = (52" )2 = (1+2" 24+ a2" )2 = 14271 (2).
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quindi 52" = (1 +2"1)2 = 1(2™) quindi 5 ha ordine 2"~2. Ora basta prendere —1 4 2"~
che abbiamo dimostrato avere ordine 2 e non appartiene a < 5 > per il conto preceden-
te, quindi 5 e —1 4 2"7! sono gli elementi cercati che verificano la tesi. Se p > 2 dico che
(Z)pnz)* = Z) 17 X (Z/pz)*. Devo trovare z di ordine p — 1 e y di ordine p™'. Considero
7 (Z)pmz)" — (Z]pz)* conm(a) = |al,, se [€], ha ordine p-1 allora esiste x tale che o(x) = o(e).
Adesso dico che (1 —i—p)p%2 =1+p" ! #£1(p"), lo dimostro per induzione. n = 2 ok. Ora

n— n— n— _ — a _ L n— 7 — n— 7
(p)P"" = (Lp" 2 ap ™) = (L ph 20 = 9 (5) (21 ap))' = 140" 2 1 (7).

Quindi (1 + p)P" = (1 +p* 1) =1 (p"). In conclusione abbiamo x trovato prima di ordine
p-1 e I'elemento p+1 di ordine p"~! che verificano la tesi.

2.6.5 esercizio : Aut(S,)

soluzione : Vogliamo dimostrare che Aut(S,) = S, Vn > 3, n # 6. Sappiamo che Int(S,) =
Sn/z(s,) = Sp. Un automorfismo di S, € univocamente determinato da i 2-cicli. Consideriamo
I'insieme Cj, = {(a1,az) - - - (agk—1, azi) } dei k 2-cicli, ogni Cj, puo avere immagine in un altro C}
perché mando elementi di ordine in elementi di ordine 2 in elementi dello stesso ordine. Dico
che v € Aut(S,), v(Cy) = Cy per ogni n # 6, ovvero un automorfismo di S,, manda C} in
se stesso, tranne in Sg. Ora ]Cl| = (") |C| = (3) e (" 2’”2) Risolviamo ’equazione

G = Gl quindi i b 2y = gt o2 ot ottty ey k=2

siha4=(n—2)(n—3) 1mp0881b11e per k=3sihad=(n— 2)("§3> e vale I'uguaglianza per
n=6perk>3siha2k!t=(n-2).---(n—k+ 1)(”;’“) ¢ impossibile perché da un lato abbia-
mo prodotto di almeno due numeri consecutivi che non potranno mai avere un prodotto pari ad
una potenza di due. Vale quindi la tesi meno che per n = 6 dove puo accadere che v(C;) = Cs.
Adesso dico che ogni automorfismo di S,, che fissa C; € un automorfismo interno. Vediamo come
agisce all'interno di C1, v((1,2)) = (a1, as) e v((1,3)) = (a1, a3) con ay # as, di conseguenza
v((2,3)) = v((1,3)(1,2)(1,3)) = (a1,as3)(a1,az)(a1, a3) = (as,as). Dimostro per induzione che
v((1,7)) = (a1,a;) Vi con a3 # as # -+ # a;. (1,4) non commuta (1,2), quindi f((1,7)) non
commuta con (aj,asz); se fosse che v((1,7)) = (ag, ) avrei che (1,7) commuta con (2,3) ma
v((1,4)) = (ag,x) non commuta con y((2,3)) = (az,as), assurdo, quindi y((1,7)) = (a1, a;).
Percio se consideriamo o tale che o (i) = a; allora y((1,7)) = o(1,7)0~! ovvero coniuga i 2-cicli,
siccome i 2-cicli generano tutto S, allora v & un coniugio. In conclusione per ogni n diversa da

6 si ha Aut(S,) = Int(S,) = S,.
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Anelli
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Capitolo 3

Proprieta degli anelli

3.1 Prime definizioni

3.1.1 Definizione : La terna (A, +,x*) composta da un insieme A e due operazioni +, %
si chiama anello se la coppia (A,+) € un gruppo abeliano, * ¢ associativa e vale la proprieta
distributiva a * (¢ + d) (che per brevita scriveremo a(b + ¢)) dove a,b,c € A. Se un anello
contiene ’elemento neutro 1 per * allora si chiama anello con unita.

3.1.1 esempio : Sia K un campo allora Z, K|z|, Z[x], M,,(K) sono anelli, 'ultimo scritto &
non commutativo.

3.1.2 Definizione Sia A un anello commutativo con unita. Sia x € A, se esiste y € A,
y # 0 tale che yxr = xy = 0 allora x si dice divisore di 0. Se esiste n € N tale che ™ = 0 allora
x si dice nilpotente. se esiste y € A tale che xy = yxr = 1 allora x si dice invertibile.

3.1.3 Definizione : Sia A un anello commutativo. A si dice dominio di integrita se
D = {divisori di 0 di A} = {0}. A si dice ridotto se N = {x € A|x ¢ nilpotente} = {0}. Con
A* si indica I'insieme degli elementi invertibili di A. Se in un anello ogni elemento ¢ invertibile,
allora si chiama corpo. Un corpo commutativo si chiama campo.

3.1.1 Proposizione :
1) A* & un gruppo moltiplicativo.

2) A*ND =0.
3) Se A ¢ finito allora A = A* U D.

Dimostrazione :
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1) ovvio.

2) Se per assurdo esiste © € A* N D allora esistono y, z # 0 tale che zy = 1 e xz = 0 ma allora
0 =0y = (z2)y = z(xy) = 2(1) = z assurdo.

3) Siax € A, x ¢ D allora consideriamo v, : A — A con ~,(a) = za, siccome z non & un
divisore di 0 allora Ker(v,) = {0} e quindi per questioni di cardinalita ¢ surgettiva, ovvero

1 € Imm(y,) = esiste y tale che zy = 1 =z € A*.
O

3.1.1 Corollario : Se A ¢ un dominio di integrita finito allora A ¢ un campo.

3.1.1 osservazione : N C D infatti sia x € N allora 2" = 0 per un opportuno n, ma
2" = x(2" 1) = 0 quindi x € D.

3.1.2 esempio :Sia A un anello :

A A* D N

z {£1} {0} {0}
Zlwe — (Zfwz)*  Aal(a,n) # 1} Aalpr---ppla per n = pf*---pir}
K[z] K* {0} {0}

3.2 Ideali

3.2.1 Definizione : Sia I C A ¢ un ideale se (I,4) € un sottogruppo e Ya € A, al C I.
Questa proprieta e detta di assorbimento.

3.2.1 esempio : (f(z)) = {p(x)f(z)|p(z) € K[z]} ¢ un ideale di polinomi in K[z].

Vedremo che gli ideali hanno proprieta simili ai sottogruppi normali. Inizialmente furono
usati per rimediare alla mancanza di alcuni numeri notevoli come 'MCD.

3.2.2 esempio : In Z[z]| 2 e x sono coprimi ma (2,z) # 1.
3.2.2 Definizione : Sia S C A un sottoinsieme non vuoto di A allora si chiama ideale

generato da S in A l'ideale (S) = {isiailn €Ncons, € Seaq; € A}
i=1

20



3.2.1 osservazione : In un anello non commutativo si definisce ideale sinistro un sotto-
gruppo additivo tale che al C I, ideale destro un sottogruppo additivo tale che I'a C I e ideale
bilatero un sottogruppo additivo tale che alb C I.

3.2.2 osservazione : L’ideale generato da un sottoinsieme (S) = SA, definito prima, ¢ un
ideale destro.

Operazione tra ideali :

1) Siano I,J C A ideali. In generale I U J non ¢ un ideale perché non ¢ un sottogruppo e
lo e solo quando uno ¢ incluso in un altro.

2) I'NJ ¢ un ideale.

NI+ J={i+j|iel,je J}eun ideale ed ¢ il minimo che contiene entrambi.

)
AN I1J={ij|iel,jeJ} = {iiaja | n € N,i, € 1,j, € J} non & sempre un ideale.
a=1
5)VI=r(I)={x € A|z" €I per qualche n} si chiama radicale di I ed ¢ un ideale.
6) (I:J)={a€c AlaJ€l}eun ideale.
3.2.3 osservazione : /0 = N il radicale dellideale 0 ¢ uguale all’insieme degli elementi
nilpotenti, in particolare N & un ideale.

3.2.4 osservazione : Consideriamo 'anello Z, chi sono i suoi ideali? cerchiamo i sotto-
gruppi. I sottogruppi sono della forma nZ e tutti questi sono anche ideali.

3.2.1 esercizi : Dire se i seguenti insiemi : mZ N nZ, mZ + nZ, mZnZ, NnZ, (nZ : m2)
sono ideali e determinale per quali a € Z sono uguali a aZ.

soluzione : Sappiamo per l'osservazione 3.2.2 che sono tutti ideali meno che in alcuni casi I'insie-
me mZnZ quindi vediamo se in questo caso lo e. Sia a € Z allora amZnZ, = maZnZ, = mZnZ.,
la prima uguaglianza deriva dal fatto che I’anello Z ¢ commutativo. Osserviamo che mZNnZ =
mem(m, n)Z, mZ+nZ = MCD(m,n)Z, mZnZ = mnZ, NnZ = p; - - - p,Z dove n = p{* - - - por
e p1,- -+ ,pr primi distinti, (nZ : mZ) = nZ se (n,m) = 1 oppure (nZ : mZ) = Z se

(n,m) # 1.

___n
MCD(n,m)

3.2.3 Definizione : Sia I C A un ideale, si dice che I & un ideale proprio se I # A.

3.2.1 Proposizione : I ¢ un ideale proprio se e solo se I N A* = ().

Dimostrazione : (=) Sia [ ideale proprio di A, allora esiste a € A/I. se esiste u € I N A*
allora 1 = uu~! € I e di conseguenza per la proprieta di assorbimento al € I che & assurdo.

(<) Detto che INA* = () allora I e contenuto strettamente in A in quanto non contene 1 € A*.
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3.2.1 Corollario : In un campo K gli unici ideali sono {0} e K.

3.2.3 esempio : Se p primo si ha che (p%) : (p°) = (p*~°) se a > b oppure (p*) : (p°) = (1
se a < b, in altri termini (p?) : (p®) = pm@=(@=9); ad esempio (3) : (9) =Z e (9) : (3) = (3). In
0

Fen=ph - pitoallora (m) : (n) = (pper@ 0L prarlenie0)y

~—

generale se m = p{* - - - py

3.3 Omomorfismi di anelli

3.3.1 Definizione : Siano A, B anelli, 'applicazione f : A — B ¢ un omomor fismo di
anelli se per ogni ay,as € A si ha che :
1) flar + a2) = f(a1) + f(a2).
2) flaraz) = f(ar)f(az).
3) f(1a) = f(1p).

3.3.1 osservazione : La terza condizione non e necessaria, si puo costruire una teoria dove
si considerano omomorfismi tutte le applicazioni che verificano solo le prime due condizioni.
Aggiungendo pero la terza condizione si semplificano molte cose ma se ne perdono altre per
esempio I'applicazione inclusione, f : A — A x B dove f(14) = (14,0) non & un omomorfismo
di anelli.

3.3.2 Definizione : Sia I C A un ideale, allora (a+ I)(b+ 1) = ab+ 1.
Il quoziente A/I ¢ un anello, la verifica ¢ semplice.
3.3.1 Proposizione : Gli ideali di A sono tutti e soli i nuclei di omomorfismi.

Dimostrazione : Sia I un ideale allora I = Ker(r) dove 7 : A — A/I & 'omomorfismo

di proiezione. Sia f : A — B un omomorfismo, allora il ker(f) & un sottogruppo, verifico

che ¢ ideale. Sia z € Ker(f) allora f(ax) = f(a)f(x) = 0 quindi ax € Ker(f) e percio
aKer(f) C Ker(f).

O

3.3.1 Teorema : (Di omomorfismo) Sia f : A — B un omomorfismo e sia I C ker(f) un
ideale. Allora esiste uno ed un solo omomorfismo v : A/I — B tale che :
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Dove v ¢ iniettivo e v(A/I) = f(A).

Dimostrazione : Per il teorema di omomorfismo di gruppi sappiamo che esiste ed & unica ~
che verifica lo schema, bisogna solo verificare che questa y ¢ anche di anello ed abbiamo finito.

Quindi y(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = v(a)y(b) e y(1 +1I) = f(1) = 1p, quindi vale la tesi.
O

3.3.1 Lemma : Sia f: A — B un omomorfismo di anelli, I C A ideale e J C B ideale.
allora f(J)™! ¢ un ideale di A e se f & surgettiva f(I) ¢ un ideale di B.

Dimostrazione : Intanto sappiamo che f(J)™' < A & sottogruppo, verifichiamo la proprieta

di assorbimento; consideriamo ax € af(J)™! con a € A e zinf(J)™!, allora f(az) = f(a)f(z)

ma f(x) € J che ¢ ideale quindi anche f(a)f(z) di conseguenza af(J)™! € f(J)~!. Adesso

supponiamo che f sia surgettiva e consideriamo l'insieme bf([) con b € B, sappiamo che per
la surgettivita di f esiste a € A tale che b = f(a) quindi bf(I) = f(a)f(I) = f(al) C f(I).

O

3.3.1 esempio : L’ipotesi di surgettivta ¢ necessaria infatti consideriamo i : Z — Q,
I'ideale nZ ha immagine 'insieme nZ che non ¢ ideale in Q dati che in quanto campo ha ideali
solo 0 e tutto Q.

3.3.2 Teorema : (Di corrispondenza) Sia 7 : A — A/I un omomorfismo surgettivo,
questo induce una corrispondenza biunivoca tra gli ideali di A/I e gli ideali di A che contengo-
no /. Questa corrispondenza conserva l'ordinamento (analogo a quello per i gruppi gia citato
precedente).

Dimostrazione : Siano I C J ideali dell’anello A, sappiamo per il lemma precedente che
m(J) = J/I & un ideale di A/J, e 7(K)™! & un ideale di A, dove K ¢ ideale di A/I.
O

3.3.2 osservazione : Siano [, J ideali, consideriamo l'insieme IJ definito nella sezione
precedente, in generale vale che IJ C I N J infattise x € [ ey € J allora zy € I N J, prima
uso l'assorbimento di I su y e poi 'assorbimento di J su x. In generale non sono uguali infatti
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se [ =J=17Z/y alloraIJ =7/ eINJ=17Z]y.

3.3.2 Lemma : Se [ +J = (1) = A, ovvero se [ e J sono comassimali e si scrive (I, .J),
allora IJ ¢ ideale e IJ =1NJ.

Dimostrazione : Sappiamo gia che IJ C INJ. Se I e J sono comassimali allora esiste ¢ € I e
j € Jtalechei+j = 1,siaz € INJ allorax = 1o = xi+zj € IJ quindi INJ C IJ e vale la tesi.
O

3.3.3 Teorema : (cinese) Siano I, J ideali dell’anello A e sia f: A — A/I x A/J dove
fla)=(a+1I,a+ J). Allora :

1) f & omomorfismo e Ker(f)=1NJ.
2) f e surgettiva se e solo se [ + J = A, (il teorema in se dice solo che [ + J = A = f
surgettiva, ma siccome & vera anche I’altra implicazione noi la consideriamo nell’enunciato)

3) Nella ipotesi del 2) vale A/;; = A/T x A/J.

Dimostrazione :

1) f ¢ omomorfismo perché lo ¢ sulle singole coordinate. Ker(f) = {a € A | f(a) =
(a+I,a+J)=(0,0} ={acA|lacleacJ}=1INJ.

2) Supponiamo che I + J = A allora esistono i € [ e j € J tale che 1 = i + j. Per ogni
(x + 1L,y +J) € A/I x A/J consideriamo a = zj + yi allora f(a) = f(a + I,a + J) =
(xj+yi+I,zj+yi+J) = (c(1—i)+yi+ I, zj+y(l—5)+J) = (x+(y—x)i+ 1, y+(z—y)j+J) =
(x 4+ I,y + J), quindi & surgettiva. Supponiamo infine che f sia surgettiva quindi esiste a € A
tale che f(a) = (1+1,J) quindia—1€leac Jperciba—l=i=1=a—iecl+J.
3) Applicando il teorema di omomorfismo si ed il lemma precedente si ha che A/I x A/J
Al ker(s) = A 1ng = Al 1.

~Y

O

3.3.1 esercizio : La sostituzione negli anelli di polinomi ¢ sempre un omomorfismo.
soluzione : Sia A un anello e consideriamo I'anello A[zy, - - - , x,] e Papplicazione 7y : A[zq, -, x,]
— Alxg, -+, x,] dove y(f(z1, - ,x,)) = fla,x9,--+ ,2,). siano f = oz + -+ + apz, €

9251$1+"'+5n$n auora“/}/(f—i_g):aal—f__’_anmn'}_aﬁl'i_+6nxn:’y(f)+’7(g>

3.3.3 Definizione : Consideriamo 'omomorfismo f : A — B, e sia [ ideale di A e J
ideale di B, sappiamo che f~!(J) ¢ un ideale di A e prendo il nome di contrazione di J e si
scrive JC, invece f(I) non & sempre un ideale di B quindi consideriamo 1'ideale (f(I)) generato
da f(I) e prende il nome di estensione di I e si scrive IF.
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3.3.3 osservazione : Consideriamo il caso f : A < B allora I = f7}{(I) =1NAe
I¥ =1B.

3.3.2 Proposizione : Se J C B ¢ primo allora J¢ & primo in A.

Dimostrazione : Consideriamo :

A omo.ing. B B/J

\/v

Y

Il Ker(y) = JN A = JY che & primo perché A/;c < B/J e B/J & un dominio quindi
anche A/ jc.

3.3.2 esercizio : Trovare ideale massimale che si contrae a ideale primo non massimale.

soluzione : (Da vedere)

3.4 Ideali notevoli

3.4.1 Definizione : Un ideale I C A si dice primo se per ogni x,y € A si ha che se zy € [
allora x € I oppure y € I.

3.4.1 esempio : Gli ideali primi di Z sono della forma pZ dove p € primo e I'ideale 0.

3.4.2 Definizione : Un ideale I C A si dice massimale se ¢ massimale rispetto all’inclu-
sione tra ideali propri, ovvero se I C J C A allora I = J.

3.4.3 Definizione : Un ideale I C A si dice principale se esiste © € A tale che I = (z).

3.4.4 Definizione : Sia (2 un insieme, < un ordinamento parziale e I' C €2 un sottoinsieme.
X € Q si dice massimo per € se per ogni A € 2, A < X. M € Q si dice maggiorante per T’
seperogni Ae ', A< M. AeT eun elemento massimale per I' se per ogni B € I tale che
B> A= B=A. C CT sidice catena se C ¢ totalmente ordinato. (I', <) si dice induttivo
se ogni catena di [' ammette un maggiorante per I'.
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3.4.1 Lemma : (Di Zorn) Sia (I, <) parzialmente ordinato. Se I" # ) e I' & induttivo allora
esiste M massimale.

3.4.1 osservazione : I' = {I C A | I ideale proprio }, C & un ordinamento parziale su
. C = {I,} ea € una catena; I = UI, é un ideale di A e sta in I', T & induttivo quindi esiste
elemento massimale. In un campo l'ideale 0 ¢ massimale e gli ideali primi di Z diversi da 0
sono massimali.

3.4.1 Proposizione : Ogni ideale proprio di A ¢ contenuto in un ideale massimale di A.

Dimostrazione : Sia Q ={J C A | I C J} dove I € Q # 0. Q induttivo con C, allora per
per il lemma di Zorn esiste M € ) massimale. Chiaramente I C M, osservo che M ¢ in effetti
un ideale massimale di A. Se M C M’ C A allora I C M' = M’ € ), ma M ¢& massimale in
Q quindi M = M’.

O

3.4.1 Corollario : Per ogni z € A, x € A* x ¢ contenuto in un ideale massimale infatti
considerando I = (z) I'ideale generato da z, siccome x non ¢ invertibile I ¢ proprio in A quindi
usando il lemma precedente si ha la tesi.

3.4.2 Proposizione : Sia I C A un ideale proprio di A, allora :

1) I ¢ primo se e solo se A/I ¢ un dominio.
2) I & massimale se e solo se A/I & un campo.

Dimostrazione :
1) consideriamo la proiezione m : A — A/I, allora I & primo <= per ogni xy € [ si ha
che x € I oppure y € I — w(zy) = n(z)7(y) allora w(z) = 0 oppure 7(y) = 0 < A/I &

dominio.
2) I massimale <= in A/I ci sono solo ideali banali <= A/I ¢ un campo.

3.4.2 Corollario :
1) A dominio <= {0} & un ideale primo.
2) A campo <= {0} ¢ massimale.

3) Massimale = primo, quindi un campo ¢ anche un dominio.

3.4.2 osservazione : Il teorema di corrispondenza conserva l'indice, gli ideali massimali e
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ideali primi, se I C J allora A/J = (A/I)/ /1)

3.5 Campo dei quozienti di un dominio

3.5.1 Definizione : Sia A un anello commutativo con unita e sia v : Z — A un omo-
morfismo dove (1) = 14. Il Ker(y) = nZ diciamo allora che A ha caratteristica n e si scrive
char(A) = n.

3.5.2 Definizione : Sia A un dominio e S C A un sottoinsieme. Se 1 € S, 0 ¢
S e S moltiplicativamente chiuso ovvero se s,t € S = st € S, allora si dice che S e
Parte Moltiplicativa di A.

3.5.3 Definizione : Si definisce anello delle frazioni Panello S™'A = {(a,s) |a € A,s €
S}/~ con (a,s) ~ (b,t) <= at = bs, [(a,s)] = %.

3.5.1 osservazione : A ¢ un dominio <= S = A — {0} ¢ una parte moltiplicativa, infatti
se A & un dominio allora 1 € A—{0} e 0 ¢ A—{0} eses#0,t #0€ A—{0} = st #0
quindi st € A—{0}, viceversa se A— {0} & parte moltiplicativa allora se s # 0,t #0 = st # 0
quindi A ¢ dominio.

3.5.1 esempio : Come gia detto per ogni dominio A, A — {0} ¢ parte moltiplicativa, se
A = Z allora S = {2"},,>¢ ¢ una parte moltiplicativa. Se P ¢ un ideale primo allora S = A— P
e parte moltiplicativa infatti 1 ¢ P quindi appartiene ad S, 0 € P quindi non appartiene ad .S,
inoltre per la primalita si P se s,t € P allora st ¢ P.

3.5.1 Proposizione : (s7'A,+,-) ¢ un anello.

imostrazione : < + 7 = £X22 chiusur 2.2 =2 chiusura -. verificar e

D t 2+ lt’ “t:tbs chiusura +, ¢ lz ‘;f chiusura -. Resta da verificare che s
’ ’ 14l o . .

t=%e % = % allora “ttbs = “tsf;f’s ; sappiamo che as’ = a's e bt’ = b/t allora considerando

(at + bs)s't' = as'tt’ + bt's's = a'stt’ + V'sts’ = (a't’ + V's")st, sapendo che st, s't" € S allora si
ha la tesi.
O

3.5.3 Definizione : Sia A un anello, se S = A — {0} ¢ una parte moltiplicativa allora
I'anello delle frazioni S™'A ¢ un campo ed ¢ chiamato campo dei quozienti diA & si scrive Q(A).

3.5.2 Proposizione : L’'omomorfismo v : A — Q(A), dove vy(a) = § ¢ iniettivo.
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Dimostrazione : Intanto verifichiamo che effettivamente QQ(A) sia un campo. Sia % #2€
Q(A) allora se a # 0 = a € S quindi (¢)7' = 2 € Q(A). Detto ci6 torniamo sull’'omomor-

aiaz ai az

fismo; abbiamo che y(a1) + y(az) = ¢ + % = % = (a1 + az), Y(araz) = 42 = L2 —
v(a1)y(az) e che v(1) = % quindi v ¢ un omomorfismo. Ora Ker(y) ={a| { = %} = {0} quindi
¢ iniettiva.

O

3.5.1 Corollario :
1) Ogni dominio si immerge nel suo campo dei quozienti.

2) Se A & un dominio, K un campo ed A si immerge in K tramite ¢, allora ¢ si puo estendere
ad una immersione di Q(A) in K.

Dimostrazione : 1l punto 1) & conseguenza della preposizione precedente, quindi dimo-
striamo il punto 2). Sia v : A — K, e 5 : Q(A) — K dove J[4 = ~. Intanto 5 &
ovviamente iniettiva perché Q(A) ¢ campo, ¢ ben definita infatti 5(2) = v(a)y(s)™' € K
dato che (s) # 0 <= s # 0, perché ~ iniettiva, quindi in K esiste y(s)™! e percio vale che

v(a)y(s)~' € K. Inoltre (%) non dipende dal rappresentante infatti se si ha ¢ = ‘;—: ovvero

as' = d's allora (%) = y(a)y(s) ™! = y(as™") = y(a's"™") = v(a')7(s) 7" = H(%) quindi 7 & un
omomorfismo.

O

3.5.2 esempio : Sia K[z] 'anello dei polinomi a coefficienti in K allora K(z) = {% | g(x) #

0} ¢ il campo dei quozienti di K[z|. Sia Z[i| = {a +ib | a,b € Z} I'anello degli interi di gauss,

che ¢ un dominio, allora Q(i) = Q[i] = Q[z]/(;2_1) € il suo campo dei quozienti. Si posso fare

anelli di frazioni anche senza avere un dominio ma bisogna sistemare la relazione di equivalenza.

3.5.4 Definizione : Se A ¢ un dominio allora si definisce Frac(A) = {$ [a € A, b €
A/{0}}/~ con § ~ ‘;—,/ <= all = bad’. Sia S C A tale che 0 ¢ S, S moltiplicativamente chiuso,
allora si definisce S™'A={% |aec A, s € S}/. con & ~ ‘;—: > as’' = sa'.

3.5.1 esercizio : (Da vedere)
1) Sia S CZ, S ={2"},>1, allora si ha I'anello S™'A. Chi sono gli ideali primi ?
2) P C A ideale primo, S = A/P. Chi sono gli ideali primi di S™'A ?

3) Se A non ¢ un dominio, 0 ¢ S C A e S moltiplicativamente chiuso, esiste r € S™1A

tale che se & ~ & = (ab/ — ba')r = 0.
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soluzione :
1)
2)

3) Sian A = {f : R — R, continua} e sia [ = {f € A| f(0) = 0}, questo ¢ un ideale
primo, allora consideriamo S = A/I e di conseguenza S™'A allora se 5 ~ % e f, h coincidono
in un intorno di 0 allora esiste ¢’ tale che (fg — hg)g’ = 0.

3.5.3 Proposizione : Siano A, B domini e sia 0 ¢ S C A moltiplicativamente chiuso,

consideriamo f : A — B tale che f(S) C B*. Allora esiste ed ¢ unica f:58 1A — B tale
che f estende f e commuta lo schema :

S—1A

Dimostrazione : Osserviamo che se a € A, s € S allora f(a) = f(*%*) = f(s)f(%)

f(s)f(%) — f(%) = f(a)f!(s), esiste f~!(s) per ipotesi in quanto f(s) € B*. Orase 2 ~?

allora f(%) = f:(%) = f(a)f7(s) = f(b)f~'(t) ma per ipotesi ¢ ~ 2 = at = bs = f(at) =

F@) f(t) = fb)f(s) = f(a)f~(s) = f(b)f~1(t) quindi f & ben deﬁmta E facile vedere che &

anche un omomorfismo, inoltre Ker(f) = {2 | f(2) =0} = {2 | f~'(s)f(a) =0} = {2 | f(a) =
0} = S~ ' Ker(f).

O

3.5.3 esempio :  Consideriamo l'anello Z e l'ideale primo P = (3) e il sottoinsieme

S =1Z/P allora si ha S™'Z = Zy = {$, 3 /b}. Sia I un ideale di Z allora :
[=@2)= S 'I=2

— (3) = S =(3)
— (6) = ST = (3)
— (9) = S =(9)

Allora la mappa che corrisponde I ad S~!J non ¢ iniettiva.
3.5.2 esercizio :
1) Non esiste f : Z[x] — Q omomorfismo surgettivo.
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2) Preso S C Z, S = {interi dispari}. Allora esiste g : Z[z] — Q omomorfismo surget-
tivo.

3) Sia P ideale primo di A dominio. Allora S = A/P ¢ moltiplicativamente chiuso. Sia
Ap = S71A, gli ideali di Ap corrispondono agli ideali di A contenenti P, inoltre Ap ha un
unico ideale massimale che ¢ S™!1P.

soluzione :

1) Consideriamo un omomorfismo f : Z[z] — Q, questo ¢ tale che f(1) =1, f(0) =0, f(z) =
B ma 'immagine di f ha elementi razionali di denominatore una potenza di ¢ che essendo solo
prodotto di un numero finito di primi non puo dare ogni denominatore di ogni razionale di Q
quindi non puo essere surgettiva per ogni scelta di f(x).

2) Considero f : S™'Z[z] — Q, tale che f(z) = 1 ora per ogni ¢ € Q con b = 2™d con

d dispari, si ha che f(d 'az™) = ¢, quindi ¢ surgettiva.

3) S = A/P e moltiplicativamente chiuso infatti se a,b € S e ab ¢ S = ab € P ma P essendo
primo implica a € PVb € P, assurdo, quindi ab € S. 7 : {I ideale diZ} — {J ideale di Ap} ¢
una corrispondenza non iniettiva tra gli ideali di Z contenenti P e gli ideali di Ap infattise [ &
ideale di Z allora S7'I ¢ ideale di Ap inoltre S~'I & proprio <= INS =0 <= I C P. S7'P¢
I'unico ideale massimale di Ap, infatti ¢ massimale perché Ap/g-1p = S~ (A/P) = Frac(A/P)

che & un campo. Ora osserviamo che se z € A,/S™'P allora © = % con a,b € S quindi x &
invertibile e per questo S~'P ¢ I'unico ideale massimale.

3.6 Divisibilita nei domini

3.6.1 Definizione : Sia A un dominio, a,b € A con a # 0 allora a divide b, a|b, se b = ac
con ¢ € A.

3.6.1 osservazione : alb <= (b) C (a) infatti a|b <= b =ac <= b € (a) <= (b) C (a).

3.6.2 Definizione : a,d’ € A si dicono associati, e si scrive a ~ a’, se vale una delle
seguenti condizioni :

1) ald’ e d'|a.
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3) a=a'u con u € A*.
3.6.1 Proposizione : Le tre condizioni della definizione precedente sono equivalenti.

Dimostrazione : 1) <= 2) : segue dall’osservazione 3.6.1. 1) = 3) : se a|d’ d'|a esistono
u, v tale che a = a'u e d’ = av quindi @ = auv = a(1l — uwv) = 0 ma A ¢ un dominio quindi
uv = 1 ovvero u.w € A*. 3) = 2): Sea=duconu € A* = a € (d/) = (a) C (d’) ma
a' = au™! quindi (a’) C (a) percio (a) = (a').

O

3.6.3 Definizione : Siano a,b € A non entrambi nulli. Allora d € A € un MCD pera,b, e
si scrive (a,b) = d, se :

1) d|a e dlb.
2) se ¢ € A tale che c|a e ¢|b allora c|d.
3.6.2 Preposizione : se d e d’ sono MCD per a,b allora d ~ d'.

Dimostrazione : in quanto MC'D vale che d|d" e d'|d, si conclude con la proposizione 3.6.1.
O

3.6.4 Definizione : Un elemento z € A, x ¢ A* U {0} si dice primo se per ogni a,b € A
tale che x|ab si ha che z|a V z|b. Sidice irriducibile se z = ab, a,b € A alloraa € A* V b € A*.

3.6.3 Proposizione :
1) z & primo <= l'ideale (x) ¢ primo diverso da 0.
2) x & irriducibile <= L’ideale (z) & massimale tra gli ideali principali.
Dimostrazione :
1) Ovvio dalla definizione.
2) (=) : (x) C (y) € Aallora x € (y), 2 = ay ma z irriducibile quindi a € A* (se fosse
y € A* allora (y) = A che va contro le ipotesi), quindi (x) = (y).

(«<=) : Supponiamo che z non si irriducibile quindi = = ab, a,b ¢ A*. Osserviamo allora che
vale () C (a) € A quindi a = z¢ = = = zcb siccome siamo in un dominio si ha che b, ¢ € A*

=
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assurdo.

3.6.4 Proposizione : z primo = x irriducibile.

Dimostrazione : Sia z primo tale che x = ab quindi z|ab e percio x|a oppure x|b, suppo-
niamo senza perdita di generalita che x|a ovvero a = xc di conseguenza x = xcb essendo in un

dominio si ha che ¢,b € A* quindi z irriducibile.
O

3.6.5 Proposizione : Sia [ un ideale dell’anello A. allora :
1) v/T & un ideale di A.
2) I V1.
3) I,J ideali di A. Allora VIJI=VINJ=vVINVJ.
HNVI=A—1=A.
5) Se P primo allora v/P = P (gli ideali per cui vale v/T = I si dicono ideali radicali).

6) VI = N P dove P ¢ un ideale primo, in particolare N = | P
Icp PCA

Dimostrazione :

1) Per ogni ax € avI con x € VI, a € A si ha che 2" € I per definizione di radicale,
quindi a"z™ € I in quando [ & ideale percio, siccome a™z™ = (ax)", si ha che ax € VI di
conseguenza av'I C /I ovvero vale a proprieta di assorbimento. Ora siano z,y € v/I quindi
esistono n,m € N tale che 2", y™ € I, consideriamo adesso 1’elemento z + y e osserviamo che

n+m . X .
(x +y)"tm = % (”ng)x’y’”m_’ se i < n alloran+m—1i>m quindi y"™™ " € [ e di
i=0

conseguenza anche x'y"*™~% € [, se i > n allora ' € I e di conseguenza anche x'y"*™ ¢ € I,
in conclusione si ha che (x+y)"™ € [ quindi x +y € VT ovvero v/T & chiuso per + e perciod ¢
un gruppo, ottenendo cosi la tesi.

2) ovvio.

3) Osserviamo intanto che se I € J = /I C V/J, infatti se 2 € /T allora esiste n € N
tale che 2" € I C J quindi z € v/J. sappiamo gia che IJ C I N J quindi VIJ C VINJ.
Osserviamo inoltre che INJ C I elINJ C J quindi vINJ C VIN+J. In conclusione se
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x € V/IN+/J allora esistono n,m € N tale che 2" € I ¢ 2™ € J quindi "™ = z"a™ € I.J
ovvero x € v IJ. Abbiamo percio dimostrato che VIJ C vVINJ C VINVJ C VIJ che
implica la tesi.

4) ovvio.

5) Sappiamo che P C VP. Se z € /P allora 2" € P ma per la primalita di P z € P
quindi /P C P e si ha la tesi.

6) Dimostro prima che N = (| P : se z € N allora esiste n € N tale che 2" = 0 ma per P
A

PC
primo 0 € P quindi 2" € P e quindi « € P per la primalita di P, e con cio vale che N C ) P.
PCA
Adesso dimostriamo che (| P C N. Supponiamo per assurdo che se x € P per ogni P primo
PCA

allora x non é nilpotente. Considero I' = {I C A | 2" ¢ I Vn}; intanto osserviamo che 0 € I’

dato che x non é nilpotente, inoltre I' & induttivo infatti se C' € una catena allora J = U I € T’
IeC
e un ideale ed € maggiorante di C'; applico allora il lemma di Zorn, quindi esiste un ideale primo

Py € T’ massimale in I". In generale questo Fy non ¢ massimale nell’anello A, ma e primo; sia
ab € Py, se Py non fosse primo allora a,b & Py allora Py C (a) + Py e By C (b) + By, per la
massimalita di Py si ha che Py C (a) + Py, Po € (b) + Py € I quindi esistono n, m € N tale che
"€ Py C(a)+Pyex™ € Py S (b)+Pymax™" =z"2™ € ((a)+Fy)((b)+ Fy) C P+(ab) =P
cioe "™ € Py e quindi Py € T' assurdo, percio Py primo. Abbiamo quindi trovato un ideale
primo che non contiene x che ¢ assurdo dato che = ¢ nell’intersezione di tutti gli ideali primi,

di conseguenza x deve essere nilpotente. Dimostro ora che v/I = [ P. Considero 'omomor-

JjcpP
fismo di proiezione m : A — A/I sappiamo che in A/I, Na;y = (1 P ma per il teorema di
J/ICP
corrispondenza si ha che VI =7"Y(Nayy) = N 7 1(P)= N P.
J/ICP Icp
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Capitolo 4

Anelli speciali

4.1 Domini euclidei

4.1.1 Definizione : Il dominio A ¢ un dominio euclideo, e si dice ED, se esiste una ap-
plicazione d : A/{0} — N tale che :

1) d(z) < d(xy) per ogni x,y € A/{0}.
2) perognix € A, y € A/{0} esistono ¢, € A tale che x = qy+r con r = 0 oppure d(r) < d(y).

4.1.1 esempio : Sono ED, (Z,d) con d(z) = |z| ¢ l'applicazione modulo, (K[z],d) con
d = deg ¢ l'applicazione grado di un polinomio, (Z[i],d) dove d = || - || ¢ I'applicazione norma.

4.1.1 Preposizione : Sia A un ED, gli elementi di grado minimo di A sono gli elementi
di A*.

Dimostrazione : ) # d(A/{0}) C N quindi esiste minimo. Sia m il minimo di d(A/{0}),
voglio dire che d(z) =m <=1z € A* < (x) = A.
(=) Sia a € A allora a = gz + r con d(r) < d(x) ma x ha grado minimo quindi 7 = 0 quindi
a€ (r)= A= (v).
(<) Sia x € A* = () = A quindi per ogni a € A, a = zy con y € A, d(x) < d(xy) = d(a)
percio d(x) = mind(A/{0}).
O

4.1.1 osservazione : Sia A un E D allora per ogni a,b € A esiste MC'D e lo posso calcolare
tramite I'algoritmo di Euclide :
a = qob+ 1o
Qo = Q170 + 11
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In = qny17n + 0

La successione di resti e decrescente quindi ha termine. A questo punto da ¢,_1 = ¢,7n_1 + Tn
si ha che MC'D = r, e ci ricaviamo che r, = ¢,_1 — ¢,7,—1 € si torna indietro sostituendo i vari
¢; arrivando a r, = as + bt.

4.1.2 esempio : Consideriamo Z[i] e o, 5 € Z[i] con a = a + ib e f = ¢ + id. Definisco
la distanza N : Z[i]/{0} — N con N(a) = aa = a*® 4+ b dove @ = a — ib il coniugato di a.
Adesso definisco la divisione euclidea in Z[i]; Voglio dividere a per (3, per fare cio considero il
prodotto ¢f, al variare di ¢ € Z[i] il prodotto genera una griglia formata da quadrati di lato
N(pB), allora « sara dentro uno di questi quadrati, trovo quindi quel gq tale che g € uno dei

vertici del quadrato che circoscrive a. Allora a = ¢o8 + r, devo dimostrare che N(r) < N(5),

il caso peggiore ¢ che 7 si trovi al centro del quadrato quindi N(r) = N(ﬂT)\/i < N(B).

4.2 Prodotto diretto di anelli

4.2.1 osservazione : Siano A, B anelli e A x B il loro prodotto diretto, allora se (z,y) €
Naxp allora z € Ny e y € Np, inoltre (A x B)* = A* x B*.

4.2.1 Proposizione : Gli ideali di A x B sono tutti i prodotti diretti di un ideale di A e
un ideale di B.

Dimostrazione : Sia I € Ae J € B allora I x J ¢ ideale di A x B infatti per ogni
(a,b) € A x B si ha che (a,b)] x J = al xbJ C I x J. SiaI' C A x B un idea-
le; considero m4 : A x B — A l'omomorfismo proiezione su A, siccome w4 € surgettiva
7a(I') ¢ un ideale di A, analogamente per mp, la proiezione su B, si ha che 7p(I') ¢ un
ideale di B. So che vale sempre I' C m4(I") x m(I"), voglio l'inclusione opposta; per ogni
(a,b) € mo(I") x mp(I") esistono x € A e y € B tale che (a,y), (z,b) € I" osserviamo adesso che
I'> (1,0)(a,y) + (0,1)(z,b) = (a,0) + (0,b) = (a,b) e si ha la tesi.

O

4.2.1 esempio : Troviamo gli ideali di Z/9z X Z/2z. 1 sottogruppi sono {0},Z/sz X
Z]oz,Z]o7, < {0},{0} X Z/2z che sono ideali e H = {(1,1),(0,0)} che non ¢ un ideale dato che
(1,0)(1,1) = (1,0) ¢ H.

4.2.1 esercizio : (Da vedere) Determinare gli ideali primi e ideali massimali di Z x Z.

soluzione : Gli ideali di Z x Z sono della forma nZ x mZ. Gli ideali Z x {0} e {0} x Z
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sono primi ma non massimali, gli ideali Z x pZ e pZ X Z sono massimali, in generale sono tutti
primi dato che Z X Z/,zxmz = Z/nz X Z/mz che € un dominio.

4.3 Domini a ideali principali

4.3.1 Definizione : Il dominio A ¢ un domino a ideali principali, e si dice PID, se tutti
gli ideali di A sono principali.

4.3.1 Proposizione : Sia A ED allora A e PID.

Dimostrazione : Sia I C A un ideale, allora si ah che I = (0) oppure I # (0) allora scelgo
xo elemento di grado minimo in I, osservo che (xy) C I ed inoltre per ogni a € I si ha che
a = qxo+7r con d(r) < d(xg) che per la minimalita di zq vale che r = 0 e quindi a = gz ovvero
I C (o) percio I = (x9).

O

4.3.2 Preposizione : Esiste MC'D dei PID.

Dimostrazione : Siano a,b € A, consideriamo l'ideale (a,b) generato da a, b, siccome A &
PID esiste d € A tale che (a,b) = (d), dico che d = MCD(a,b). Intanto osserviamo che d|a e
d|b dato che a,b € (d), adesso sia ¢ tale che c|a e ¢|b allora (d) = (a,b) C (¢) = d|c.

O

4.3.3 Preposizione : Sia A PID. Gli ideali primi di A sono {0} e gli ideali massimali.

Dimostrazione : Sia (x) primo con z # 0 allora x ¢ primo quindi irriducibile percio (z) e
massimale tra gli ideali principali, poiche A & PID allora (x) ¢ massimale.
O

4.3.1 esempio : Consideriamo l'anello K[z, y| e 'ideale (z), (z) & primo, infatti conside-
riamo ~ : K[z, 3] — K[y] dove 7(f(z,9)) = £(0.9) il Ker(z) = {/ | f(0,4) = 0} = (x) quindi
per il teorema di omomorfismo K[z, y]/() = K[y] che un dominio ma non un campo.

4.3.1 Corollario : Sia A PID, se x ¢ irriducibile allora ¢ primo.

Dimostrazione : x irriducibile = () massimale = (x) primo = z primo.
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4.4 Interi di Gauss

Abbiamo visto che I'anello Z[i] ¢ un ED, detto anello degli interi di Gauss, I’applicazione d
che caratterizza gli ED ¢ la norma, N(a + ib) = a® + b*.

4.4.1 osservazione : La norma ¢ un’applicazione moltiplicativa, ovvero N (zw) = N(z)N(w),
infatti siano z = a + ib, w = ¢ + id due interi di Gauss, allora N((a + ib)(c + id)) =
N(ac—bd+i(ad+bc)) = (ac — bd)* + (ad + bc)* = a?c® + b*d* — 2acbd + a*d* + b*c* + 2adbc =
a’c? + b*d? + a*d?® + b*c® = a*(* + d?) + V*(® + d?) = (a* + b?)(c* + d*) = N(2)N(w).

4.4.2 osservazione : Se la norma di z € Z[i] &€ un numero primo p allora z ¢ primo in
Z[i], infatti sia z tale che N(z) = p allora se non fosse primo, siccome Z[i] € ED, allora non &
irriducibile ed uno dei suoi fattori deve avere norma che divide p, p stesso non puo essere quin-
di deve avere norma 1, ma se N(z) = 1 = z € {£1, £i} ovvero ¢ invertibile, quindi z & primo.

4.4.1 esempio : 2 non ¢ primo infatti 2 = (1414)(1 —7). 3 ¢ primo infatti N(3) = 9 quindi
se non fosse primo avrebbe dei fattori che hanno norma che divide 9, e per 'osservazione di
prima deve avere norma 3 questo fattore, ma a? + b*> = 3 non ha soluzione. 5 non ¢ primo
infatti 5 = (14 27)(1 — 24).

4.4.1 Proposizione : Sia J un ideale di Z[i] allora :
1) JNZ #0.
2) Z[i]/ ; ¢ finito.
Dimostrazione :
1) Sia (a +1b) € J allora J 3 (a +ib)(a — ib) = a® + b* € Z.
2) Sia z = a + ib € Z[i], sappiamo che esiste n € Z N J quindi [z]zp),, = [r +ir],a=qn+7re

b=qn+r; con0<rr <n diconseguenza Z[i]/; ha al pitt n? elementi.
O

4.4.1 esercizio : J = (1+3i) = Z[i|/; = Z/10z

soluzione : Considero f : Z[i]/J — Z/10z dove f(1) = 1 e f(i) = 3 (la scelta dell'imma-
gine di 7 ¢ dovuta al fatto che in Z/10z, v—1 = /10— 1 = /9 = 3), quindi in generale
f(a+1ib) = a+ 3b. Per come ¢ stata definita, f & surgettiva, studiamo il Ker; osserviamo che
Ker(f) D J infatti f(1+3i) =1+3-3=10=0, adesso se a +3b =0 (10) = a = —3b (10)
quindi esiste h tale che a = —3b+ 10h di conseguenza se z € Ker(f) = z = —3b+ 10h +ib =
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ib(1+30)+(1—3i)(1+3i)h € (1+3i) = J quindi il Ker(f) = J e per il teorema di omomorfismo
si ha la tesi.

4.4.2 Proposizione : x € Z[i| ha norma pari <= z ¢ divisibile per (1 4 ¢) (che ¢ I'unico
primo di norma pari a meno di unita).

Dimostrazione : (<=) : Se x = (1 + i)y = N(z) = N((1 +1))N(y) = 2N (y).
(=) : Sia z = m + in tale che m? + n? = 0 (2) che implica m = n (2), cerco u,v tale che

. . . . L Ju—v=m 2u=m-+n .
m+in = (1+i)(u+iv) = (u—v)+i(u+v) quindi = siccome
ut+v=mn 20=n—m
m +n e n — m sono pari allora basta dividere per 2 ed ho finito.
O

4.4.1 Teorema : (Caratterizzazione dei primi di Z][i])

1) SepeprimodiZ, p=1(4) = p = (a+ib)(a —ib), dove (a + ib), (a — ib) sono pri-
mi distinti di Z[i] ed in particolare p non & primo di Z[i].

2) Se p ¢ primo di Z, p =3 (4) = p ¢ primo di Z][i].
3) Se z € Zli], N(z) = p, p primo di Z allora z ¢ primo di Z[i].
4) Non ci sono altri primi.

Dimostrazione :

1) Innanzi tutto osserviamo che p = (a + ib)(a — ib) = a® + b?, se p ¢ somma di due quadrati
non ¢ primo. Se p = 1 (4) allora I'equazione 2 = —1 (p) ha soluzione infatti consideriamo il
polinomio #*~! — 1, ha p — 1 radici distinte inoltre tP~! — 1 = (tp%1 - 1)(75% + 1) perché p — 1
& pari, ora osserviamo che t"= + 1 ha soluzione in Z /pz quindi esiste ¢ tale che (C% =—-1(p)
quindi = ¢"T e 2 = —1 (p). Adesso dico che se a> = —1 (p) allora p ¢ somma di due
quadrati a®> = —1 (p) = pla®*+1 = (a+1i)(a—1), se p fosse primo di Z[i] => p|(a+1) oppure
p|(a—1), impossibile perché coprimi. Allora se p non fosse primo di Z[i], p = (s+it)(u+iv),ma
p=N(s+it) = N(u+iv) quindi (s — it) = (u+iv) di conseguenza p = s* + ¢ cioé & somma
di due quadrati. Per concludere osserviamo che se p primo e somma di due quadrati allora
p =1 (4) quindi ho dimostrato che p =1 (4) = p & somma di due quadrati.

2) Sia p primo tale che p = 3 (4), supponiamo che p = (¢ + id)(e + if), se (a + b) ¢ un

fattore proprio di p allora N(a + ib)|N(p) = p?, se fosse p allora p = a* + b? ma per quanto
detto nel punto precedente p = 1 (4) assurdo, se fosse 1 sarebbe invertibile e non va bene, se
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fosse p? allora p = a + ib assurdo. Quindi ¢ primo di Z[i].
3) Gia visto nella osservazione 4.4.2.

4) Voglio vedere che non ci sono altri primi. Sia a + ib € Z[i], se N(a + ib) = p primo di
Z allora ¢ primo di Z[i|, se N(a+ib) non & primo allora esiste p primo in Z tale che p| N (a +ib)
allora p|(a 4 ib)(a — ib), se p anche in Z[i| allora pla e p|b se invece p non ¢ primo in Z[i| si ha
che p = (¢1 +1q2)(q1 —iq2) dove (q1 +1iq2), (¢1 — ig2) sono primi distinti. In conclusione N (a+1b)
¢ prima in Z[i] oppure ¢ divisa da un primo in Z[i| o ancora divisa da un primo di Z che ha
due fattori primi in Z][].

U

4.4.3 Proposizione : Sia I = (a + ib) un ideale di Z[i] allora l'indice di I ¢ [Z[i] : I] =
N(a +ib) = a® + V*.

Dimostrazione : Sia m = MDC(a,b) allora I = m(£ +i2) C (m) C Z[i] di conseguen-

za [Z[i] : I] = [Z]i] - (m)][(m) : I] = m?[(m) : I], quindi ci riduciamo a studiare I'indice di
I = (a+1b) con (a,b) = 1. Consideriamo v : Z[i]| — Z/N dove y(z+iy) = z+cy e N = (a®+b?)
la norma del generatore di I, in particolare a + cb = 0 (N) quindi ¢ = —ab™! (N), e lo posso

fare perché (b, N) = 1. L’omomorfismo cosi definito ¢ surgettivo inoltre Ker(vy) D I, vediamo
il contenimento opposto; se z +cy =0 (N) = z = ab ™'y (N) = © = aby + Nh,b"* = b (N),
quindi se Ker(y) 3 z = o +iy = 2z = aby + Nh + iy = aby + Nh +i(bb — NI')y =
by(a 4 ib) + (a + ib)(a — ib)(h + ik') € 1. Quindi Vindice di T & N = a? + b? che vale anche

nel caso di a,b non comprimi infatti ritornando al ragionamento iniziale si ha [Z[7] : I] = [Z]i] :
(m))lm) < 1] = m?(3? + 27) = @ 12

O

4.4.2 Teorema : (di Pitagora) Le soluzioni della equazione z? + y* = 22 sono della forma

r=u?—v? y=2uw, z=u®+v?al variare di u,v € Z.

Dimostrazione : Una soluzione di questa equazione prende il nome di terna pitagorica,
osserviamo che se un primo p divide due termini fra x,y, z allora divide anche il terzo quindi
possiamo dividere e risolvere il problema supponendo che non ci siano fattori primi tra x,y, z
trovando quindi soluzioni che prendono il nome di terne pitagoriche primitive. Riducendoci
cosl alla ricerca di terne primitive osserviamo che uno tra x,y ¢ pari e z ¢ sempre dispari. Mi
sposto in Zl[i] cosicché I'equazione la riscrivo in (z + iy)(z — iy) = 2%. Essendo coprimi x,y si
ha che A = MDC(x + iy,x — iy) divide 2z = v + iy + 2 — iy e 2y = (v + iy — (x — iy))/i
quindi A € {1,2,1 + i}, se fosse 2 allora z? sarebbe pari, assurdo, se fosse 1 + i allora +2i
dividerebbe 22 assurdo quindi A = 1 quindi x + iy, x — iy sono coprimi in Z[i]. Ora se p & un
primo di Z[J] che divide z allora p?|2% e p* divide uno solo tra z + iy e x — iy, quindi si ha,
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senza perdita di generalita, che x + iy = ua® con u,a € Z[i], u invertibile quindi v € {+1, 4},
e a = s + it qualsiasi, quindi a® = s? — t? + 2ist percio se u = 1 => 2 = s> — t? e y = 2st, se
u=—-1l=zc=t’-sey=—-2st,seu=i=—=>a=—-2stey =5+t seu=—i = x = 2st
ey = t?> — 5% quindi in conclusione siano u,v € Z allora le terne pitagoriche primitive sono
della forma z = u? —v?%, y = 2uv, z = u® +v? con u,v coprimi ed in generale ogni terna ¢ della
forma z = a(u® — v?), y = a(2uv), 2z = a(u® +v?*) con a € Z.

O

4.5 Domini a fattorizzazione unica

4.5.1 Definizione : Il dominio A € un dominio a fattorizzazione unica, detto UF D, se
per ogni a € A/(A* U {0}) a si scrive in modo unico, a meno dell’ordine e di moltiplicazione
per invertibili, come prodotto di irriducibili.

4.5.1 osservazione : Esiste sempre ’'MC'D tra due elementi a, b ma non si puo esprimere
come combinazione di a e b, cioe non vale I'identita di Bezout.

4.5.1 esempio : Consideriamo 'anello Z[z], dimostreremo in seguito che ¢ un UFD ma
non PID, prendo gli elementi 2 e z, 'MCD(2,z) = 1 ma l'ideale (2,z) # (1) infatti 1 = 2f+xzg
non ha soluzione con f,g € Z[z].

4.5.1 Teorema : (Caratterizzazione degli UF' D) Sia A un dominio, sono fatti equivalenti

1) A2 UFD.

2) Ogni irriducibile & primo e ogni catena discendente di divisibilita e stazionaria, cioe se
{an}n>0 con a,1|a, per ogni n allora esiste un ng tale che per ogni n > ng si ha che a,, ~ ap,
(detta condizione della catena discendente).

Dimostrazione : 2) => 1) (la condizione della catena ascendente implica l'esistenza di
una fattorizzazione). Procedo per assurdo, sia = € A/(A* U {0}), supponiamo che = non si
fattorizzi quindi non e irriducibile allora posso scrivere x = y2¢ dove yg, 2o sono elementi di
A/(A*U{0}) non irriducibili, in particolare yy = y121 dove y1, 21 sono elementi di A/(A*U{0})
non irriducibili, & procedendo cosi otteniamo delle catena discendente di divisibilita y,,1|y,, ma
sappiamo essere stazionarie quindi ad un certo punto non posso piu ridurre i fattori ottenendo
cosl una fattorizzazione di x che ¢ assurdo per ipotesi quindi x possiede una fattorizzazione.
Dimostriamo ora l'unicita della fattorizzazione; (ogni irriducibile & primo implica l'unicita della
fattorizzazione) per ogni x € A/(A*U{0}) consideriamo I, = min({s | py - - - ps, p; irriducibile}),
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che sarebbe il minimo delle lunghezze delle possibili fattorizzazioni di x, e procedo per indu-
zione. Se [, = 1 allora z ¢ irriducibile, allora suppongo che la fattorizzazione sia unica per
l, < n e vediamo per n, sia quindi x = py -+ p, = q1 - - - ¢s con p;, q; irriducibili, ora p,, € irridu-
cibile quindi primo percio p,|q; - - - ¢s, supponiamo senza perdita di generalita che p,|gs quindi
Ps = ¢pu siccome ¢, € irriducibile allora u e invertibile, p,, non puo esserlo per ipotesi, quindi
Pn = s €d in particolare x = py -+ P, = q1 - - qs = P1- " Pn_1 = q1 - Ps_1 € si conclude per
ipotesi induttiva.

1) = 2) Osservo che se x|y allora {fattorizzazione di z} C {fattorizzazione di y} quindi
consideriamo una catena discendente di divisibilita {a,}n>0 con a,i1]an,, per quanto detto pri-
ma si ha che --- C {fattori di a;} C {fattori di ap}, adesso sia N}, = #{insieme di fattori ay
contati con molteplicita}, NNV}, & una catena discendete di naturali quindi & stazionaria ovvero
esiste my tale che N,, = N,,, quindi in particolare a,, ~ ag per ogni n > my ovvero la catena di
ideali e stazionaria. Adesso se x ¢ irriducibile e z|ab si ha che ab = xy quindi considerando i
fattori irriducibili aq - - - ashy - - - b, = xy; - - - y; allora x ~ a;|la quindi z|a oppure x ~ b;|b quindi
x|b percid x & primo.

O

4.5.2 osservazione : alb — (b) C (a) quindi {a,}n,>0 con a,i1|a, per ogni n allora vale
(an+1) € (a —m) per ogni n, per cio la condizione della catena discendente & equivalente a
dire che ogni catene ascendente di ideali principali ¢ stazionaria, detta condizione della catena
ascendente.

4.5.2 Definizione : Un anello A si dice noetheriano se A verifica la condizione della catena
ascendente.

4.5.1 Corollario : PID =— UFD.

Dimostrazione : Dimostrare che un PID ¢ un UF D ¢ uguale a dimostrare, per il teorema
precedente, che ogni irriducibile ¢ primo e vale la condizione della catena ascendente. Gia ab-
biamo dimostrato che in un PID ogni irriducibile ¢ primo resta ra dimostrare la condizione.

Consideriamo quindi una catena ascendente di ideali principali (ag) C (a1) C (az) C ---, sia
allora I = U (a;), questo & un ideale di A e siccome A ¢ PID esiste a tale che I = (a) allora
i>0

esiste un ng tale che a € (an,), quindi (a,) C (a) per ogni n e (an,) = (a) per ogni n > ng
quindi la catena e stazionaria e con cio ho la tesi.
O

4.5.2 esempio : (anello non UF'D che non verifica la condizione della catena discendente
di visibilita) Sia A = K[{/z},>1] dove K ¢ un campo, questo non ¢ UF D perché la catena

z

{ %/x}n>1 ¢ discendente infinita. E interessante notare che invece l'anello K[z, za, - - - ], infinite
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variabili, ¢ un UF'D.

4.5.3 esempio : (anello non UF D in cui gli irriducibili non sono primi) Sia A = Z[/=5] =
{a++/=5b| a,beZ}, & un anello dove ¢ definita una norma N (a + /=5b) = (a + /—5b)(a —
V/=5b) = a®+5b?, notiamo che N(1++/=5) = (1++/=5)(1—+/=5) = 1+5 =6 = 2-3, mostro
che 2 & irriducibile ma non primo; supponiamo che non sia irriducibile, allora 2 = (a+by/—5)(c+
dv/—5) quindi la norma 4 = (a2 + 5b%)(c? + 5d?) le possibilita sono a = +1,b = 0,c = +1,d = 0
quindi 2 ¢ irriducibile ma non & primo infatti 2|(1 + /=5)(1 — v/=5) = 6 ma 2 f(1 + /=5)
perché¢ il risultato della divisione sarebbe (5 £ @) ¢ 7[\/=5).

4.5.3 Definizione : Sia A UFD, f € Alz], f = Zazx Allora ¢(f) = MCD{ag, - ,a,}
¢ detto contenuto di f. c¢(f) ¢ definito a meno di assomatl e f=c(f)f dove c(f')=1.

4.5.4 Definizione : f si dice primitivo se c¢(f) = 1.
4.5.1 Lemma : (di Gauss) Sia A un UF'D allora :
1) Se f,g € Alx] primitivi allora fg primitivo.
2) e(fg) = e(f)elg)-
3) Se f,g € Alx] con ¢(f) =1 e flg in K[z] dove K = Q(A) allora f|g in A[z].

4) Se f € Alz] e f = gh in K[z] allora esistono g¢1,hy € Alx] tale che g ~ g e hy ~ h in

4.5.1 Proposizione : (elementi irriducibili di di A[z]) Sia A un UFD allora f € Alz] ¢
irriducibile <= se f ¢ irriducibile in A oppure f ¢ irriducibile in K[z] con ¢(f) = 1.

Dimostrazione :

f costante : devo dimostrare che f ¢ irriducibile in A[zx] <= f irriducibile in A. (=)
Sia f = abin A. Allora poiché f ¢ irriducibile in Alz] = aVb € A[z|* = A* = f irriducibile
in A (siano f,g € Alz]* allora fg =1 = deg(fg) = deg(f) +deg(g) =0 = f,g € A*
inoltre A* C A[z]* quindi A* = A[z]*). (<) Sia f = a(x)b(z) € A[z] per questioni di grado
a(x) = a,b(x) = b € A e per l'irriducibilita di f in A si ha che a Vb € A* = Alz]* quindi f ¢
irriducibile in A[x].

deg(f) > 1 : devo dimostrare che f irriducibile in Afz ] c(f) = 1 e f irriducibile in
Klz]. (=) Sia f = ¢(f)f" in Alz], deg(f') = deg(f) > ¢(f) = 1 a meno di moltipli-
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cazione per invertibili. Se fosse f = gh in K[z] con deg(g) > 1 e deg(h) > 1 (che ¢ come dire
che f, g sono non invertibili) allora per il lemma di Gauss f = ¢’h’ con deg(g’') = deg(g) > 1 e
deg(h') = deg(h) > 1 in A[z| ovvero ¢ riducibile in A[z]| assurdo quindi ¢ irriducibile in K[z].
(<) Sia f con ¢(f) =1 e irriducibile in K[z]. Se f = g(x)h(z) in A[z] avrei che deg(g) > 1 e
deg(h) > 1, poiché ¢(f) = 1 non possono esserci fattori costanti in f allora f si riduce anche in
K[x] perché g, h non essendo costanti sono non invertibili in K[z], assurdo, quindi ¢ irriducibile
in Alx].

O

4.5.3 osservazione : f|g in Alz] <= c(f) = c(g) e f'|¢’ infatti flg <= g = fh in
Alz] <= c(g) = c(f)e(h) e c(g)g’ = c(f) ['c(h)N <= c([)lc(g) ['lg-

4.5.2 Teorema : AUFD — Alz] UFD

Dimostrazione : Sappiamo che A[z] & un dominio e A[z]* = A*, per dimostrare che & UF D
usiamo la caratterizzazione del teorema 4.5.1. (Ogni irriducibile ¢ primo) Sia f € A|x] irriduci-
bile allora per la proposizione 4.5.1 & irriducibile pure in K[z] e primitivo, siccome K[z] & ED
allora f ¢ primo in K[z]. Supponiamo che f|gh in Alz| allora per il lemma di Gauss f|gh in
K[z] ma essendo primo in K[z] allora f|g oppure f|h ma siccome f & primitivo, per il lemma di
Gauss f|g oppure f|h in A[x] quindi f ¢ primo in Alz]. (Ogni catena discendente di divisibilita
¢ stazionaria) Sia { f, }n>1, fot1|fn in Alz], considero la successione dei contenuti {c(f,) }n>1, so
per l'osservazione 4.5.3 che ¢(f,41)|c(fn) e fii1|f, per ogni n, essendo A un UFD {c(f,)}n>1
¢ stazionaria quindi esiste ng tale che ¢(f,) ~ ¢(fn,) per ogni n > ng inoltre essendo K]z]
UFD la successione {f, },>1 ¢ stazionaria quindi esiste n; tale che f ~ f; per ogni n > n,
in K[z]. Adesso ho che in A[z] b, f,, = a,f}, con a,,b, € A e uguagliando i contenuti si ha che
buclfr) = anc(fpmrl)e, con € € A* quindi a,|b, e quindi f, ~ f,, in Afz]. In conclusione se
prendo ny = max{ng,n1} ho che per ogni n > ny, c(f) ~ c(fn,) € f}, ~ f;, quindi per ogni
n > ny si ha che f, ~ f,, in A[z] quindi la catena & stazionaria.

O

4.5.2 Corollario : AUFD = Alxy, - ,x,| UFD
Dimostrazione : Si procede per induzione; Alz] &€ UF D per il teorema precedente. Ora con-
sideriamo l'anello Alxy, - -+, z,| = Alxy,- -+ .2, 1][xy], so che per il passo induttivo Alxy, -+ .z, 1]

¢ UF D quindi per il teorema precedente Alzy,--- ,x,] = Alxy, - .xy_1][x,] € UFD.
O

4.5.4 osservazione : K[z,y] ¢ UFD ma non ¢ PID.
4.5.3 Teorema : (Criterio di Eisenstein) Sia A un UF D, f(x) € Alz] e f primitivo dove

73



f= Zaixi e sia p primo di A, se :

=0

1) p fan
2) pla; per ognii =0,--- ,n—1
3) p* fao

allora f e irriducibile in Afz| (anche in K|[z]).(Dimostrazione vuoi farla Da vedere)

4.5.4 esempio : Sia A = K[z] e consideriamo f(t) = ¢" — z in A[t], so che x ¢ primo in A
quindi per Eisenstein f(t) ¢ irriducibile.

4.5.1 esercizio :(Da vedere)
1) A[{x;}ien] non & noetheriano.
2) Al{zitien) ¢ UFD.
soluzione :
1) Considero la catena {I,},>1 dove I,, = {z1,--- ,x,}, questa ¢ ascendente ma non stazionaria.

2) Siano f,g € A[{wi}ien] tale che fg = 0 e deg(f) = n, deg(g) = m allora fg = 0 anche
in Alzy,-- ,Zpym) ma questo ¢ un dominio quindi f = 0V g = 0 quindi A[{z;}ien] € un
dominio. Sia f € A[{z;};en] irriducibile con deg(f) = n e supponiamo f = gh, allora f irri-
ducibile e f = gh anche in A[zy,--- ,x,] che ¢ UFD quindi f|g oppure f|h quindi f & primo
in A[{x;}ien]. Sia {f,}n>1 una catena discendete di divisibilita quindi f,11|f,, in particolare
Jo € Alxy, -+, Tacg(sy)] € siccome fo = fry1hngr allora { fn}n>1 C A1, -+, Zaep(s)) che ¢ UFD
quindi {f, },>1 € stazionaria e A[{x;}ien] € UFD.

4.6 Serie formali

4.6.1 Definizione : Sia F un campo allora definiamo F|[[z]] = {iojaia:i | a; € F} che ¢
i=0

l'insieme delle serie formali a coef ficienti in F (non sono altro che polinomi di grado infi-
nito).
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4.6.1 Proposizione :

1) f € F[[z]] e invertibile <= ag # 0.

2) (x) & 'unico ideale massimale.

3) F[[z]] ¢ un anello euclideo e ogni ideale ¢ potenza di (z).
Dimostrazione :

1) (=) Se f invertibile allora esiste g € F[[z]] tale che fg = 1, con f = Sa;z" e g = 3 b,
>0 >0

quindi fg = agby + (agby + arbo)z + 3 (X a;_pbp)x’ = 1 in particolare aghy = 1 siccome F & un
i>2 k>0

campo ag # 0.
(<=) Posso esprimere f € F[[z]] come f = ap + zg con g € F[[z]] e ap # 0, noto allora che
f' = Sai (xg)! infatti se ;' = Saht (zg)iallora fo fit =1+ (—aglzg)* + 1.

= i=0
2) Per il punto precedente un elemento per essere invertibile deve avere termine noto non
0, quindi un ideale proprio ha elementi di termine noto 0 e sono tutti contenuti in (z).

3) Sappiamo che ogni ideale & contenuto in uno massimale ma siccome 1'unico ideale massimale
¢ (x) ogni ideale ¢ potenza di questo. Definiamo adesso 0y = grado di f = maz{n | a; =
0V k < n}allorad(fg) = d(f)+09(g) > d(g) inoltre sia 0 # f = 29y con u € (F[[z]])* allora
fig=a2Du; : 299y, = xa(f)’a(g)ufugl se O(f) > 0(g). In conclusione 0y cosi definita ci
assicura che F[[z]] ¢ ED.

O

4.7 Esercizi

4.7.1 esercizio : Studio di A[z], I'anello dei polinomi a coefficienti in A, dove A ¢ un anello
commutativo.

soluzione : Facciamo delle prime considerazioni; u € A* e x nilpotente allora z + u & in-
vertibile, infatti se x nilpotente implica che per un opportuno n € N, 2 = 0 quindi 1 =
l1+2"=(1+z)(a" —2" 1+ .-+ 2> -2+ 1) ovvero 1 + x & invertibile. Adesso consideriamo
u+x = u(l+ zut), si osserva che zu™! ¢ nilpotente e per 1'osservazione di prima 1 + zu™' ¢

invertibile quindi anche u(1 + zu™') = u + z & invertibile.
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chi sono i nilpotenti di Alz] ?

f = ay + a1z + --- + a,x® nilpotente con a, # 0 se e solo se tutti i coefficienti di f sono
nilpotenti, infatti I'insieme degli elementi nilpotenti in A[z] & un ideale se tutti i coefficienti
sono nilpotenti per la proprieta di assorbimento lo ¢ anche f, viceversa,procedendo per indu-
zione sul grado di f, se f € nilpotente allora per un certo m si ha che f™ = 0. Notiamo che
ap’ € il coefficiente del monomio di grado piu alto di f™ e quindi deve essere 0 ovvero a}' = 0
quindi a; ¢ nilpotente allora anche f — a;z* ¢ nilpotente ed & un polinomio di grado & — 1 e
per induzione tutti i suoi coefficienti sono nilpotenti e si ha la tesi.

chi sono gli invertibili ?

Se p(x) & invertibile allora esiste g(x) tale che p(x)q(z) = 1, supponiamo allora che p(z) = i a;
n+m

eq(z) = be dove ay, -+ ,ap, by, , b, € Aallorasi ha che p(x)q(z) = kZD(Ealbk Dk =1

dove b; —Osez>meal—Osez>n Quindi si ha che :

aobo =1
a1b0 + b1a0 =0

k
> aiby—;
i=0

anb, =0

Osserviamo che una condizione € a,,_1b,, +a,b,,_1 = 0, se moltiplichiamo a,, a questa otteniamo
an—1(anbm) + (an)?*bm-1 = (ay)?bm—1 = 0 dato l'ultima condizione dice che a,b,, = 0, quella
precedente ancora € a,_ob,, + a,_1by,_1 + apb,y,_o € moltiplicando ai si ottiene che aibm,g =0
e continuando cosl si ottiene a'by = 0 e moltiplicando per ag e usando la prima relazione si ha
che a"(apby) = @ = 0 quindi a,, ¢ nilpotente. Sappiamo che p(z) — a,z" & invertibile per la
considerazione iniziale quindi ri-itero il ragionamento su questo nuovo polinomio e ottengo che
a,—1 ¢ nilpotente e continuo arrivando alla conclusione che se p(z) ¢ invertibile allora ¢ della
forma p(x) = v+ v dove u € (A[x])*)A* e v € N|x] che ¢ 'insieme dei nilpotenti di A[z].

chi sono i divisori di zero ?

Sia p(z) = Szt un divisore di 0, prendo ¢(x) = S bt € Alz] # 0, con by # 0, di gra-
i=0

1=0
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do minimo possibile e tale che p(z)g(z) = 0. Puo accadere che :

apq(x) =0 aopbg =0
alQ(x) =0 albo =0
anq(z) =0 anbo = 0

quindi tutti gli a; sono divisori di 0; oppure esiste un a; tale che a;q(x) # 0 allora prendo il piu al-

N . n . N . m .
tro N tale che anq(x) # 0, quindi p(z)g(z) = (X a;x'+ > a;z’)q(z) = (X aa")((Xbix*) =0,
i=0 i=N+1 =0 i=0

anbm ¢ il coefficiente di V™™ che ¢ il termine di grado piu alto, ma per ipotesi a,q(z) # 0

quindi l'unico caso e che m = 0 cio¢ g(x) = by tutti gli a; sono divisori di 0 in A ed esiste by
tale che bya; = 0 per ogni 7.

4.7.2 esercizio : (Da vedere) Gli ideali di M,,x,(K).

soluzione : Sia K un campo. Consideriamo l’anello non commutativo M, (K) = R. mi
chiedo chi siano gli ideali di R. Ricordiamo che I ¢ un ideale destro di R se per ogni A € [
e B€ Rsiha AB € I. SiaV € K" dico che Iy = {A € R | Imm(A C V)} & un ideale
destro e che tutti gli ideali destri di R sono di questa forma. Osserviamo innanzi tutto che Iy
¢ un sottogruppo e che in generale Imm(AB) C Imm(A) C V quindi Iy ¢ ideale, resta da
dimostrare che un qualsiasi ideale destro lo possiamo esprimere in questa maniera. Sia I un
ideale destro di R, considero V =< |J Imm(A) > il sottogruppo generato dall’'unione delle

Ael
immagini di ogni elemento dell’ideale. Voglio dire che I = Iy; ovviamente per costruzione
I C Iy. Considero adesso una base di V' eq,--- e, ed esisteranno quindi della A; € [ tale

che e; € I'mm(A;) ovvero esistono dei v; tale che A;(v;) = e;. Prendo C' € Iy e suppon-
go senza perdita di generalita che per certi i C(e;) = v € V e per certi j C(e;) = 0 allora
C=AB;+ -+ ABy dove B;(e;) = a;v; se i=j e B;(e;) = 0 se i # j quindi per la proprieta
di assorbimento C' € I e si ha la tesi. Si dimostra in modo analogo che gli ideali sinistri sono

tutti della forma Iy = {A € R | W C Ker(A)}. (ai voglia di dimostrarlo? W = )
Ael

4.7.1 osservazione : K/(s,) ogni classe del tipo r(z) + (f(z)), con r(x) = 0 oppure
deg(r(x)) < deg(f(x)), ¢ divisore di 0 se e solo se (r(z), f(z) # 1, ed ¢ invertibile se e solo se

(r(z), f(z) = 1.
4.7.3 esercizio : Sia f : A — B un omomorfismo surgettivo :

1) M massimale in A allora f(M) massimale in B.
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2) N massimale in B allora f~'(N) massimale in A.
3) E vero che se N massimale in B allora N = f(M) con M massimale in A?

4) E vero che per ogni M massimale in A, M = f~'(N) con N massimale in un opportu-
no B?

soluzione :

1) Falso, infatti consideriamo 7Z — Z/yz, l'ideale (3Z di Z ¢ massimale ma 7(3Z) = Z /7 che
non ¢ massimale.

2) Vero, consideriamo :

A-1.pB B/N
\_/
il

il Ker(y) = {a| f(a) € N} = f~(N) quindi A/p-1(n) = B/N percio se N massimale in
B allora B/N ¢ un campo quindi anche A/¢-1(y) ¢ un campo percio f~'(N) & massimale.

3) Vero, infatti per il punto 2) se N & massimale in B allora f~!(N) ¢ massimale in A quindi
siccome N = Idg(N) = fo f7Y(N) = f(f~Y(N)) basta quindi porre M = f~}(N) e si ha che
N = f(M) con N massimale in B e M massimale in A.

4) Vero, basta prendere B = A e f = Id4.

4.7.4 esercizio : Siano A, B anelli finitie f : A — B un omomorfismo tale che f(14) = 1p
allora :

1) f induce un omomorfismo di gruppi f*: A* — B*.

2) [Ker(f)] < [Ker(f)]

3) se A ha un unico ideale massimale allora |Ker(f*)| = |Ker(f)|.

soluzione :

1) Sia a € A* allora esiste b € A tale che ab = 1 quindi 15 = f(14) = f(ab) = f(a)f(b)
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percio f(a) € B*. Quindi considero f*: A* — B* con f*(a) = f(a) e questo ¢ 'omomorfismo
cercato.

2) Ker(f) ={a€ A| f(a) =0g} ¢ Ker(f*) ={a € A* | f(a) = 1p}, considero v : A* — A
dove y(a) = a — 1, questa & una mappa iniettiva, inoltre se a € Ker(f*) allora y(a) =a—1 €
Ker(f) infatti f(a—1)= f(a) —1=1-1=0.

3) (Da vedere) Osserviamo innanzi tutto che A* = A/M dove M ¢ ideale massimale. Con-
sideriamo v : Ker(f*) — Ker(f) dove v(a) = a — 1, prendo b € Ker(f) e vedo che
f(b+1) = f(b)+1 =1, (in generale b+ 1 ¢ A*) ma se A ¢ ha un unico ideale massima-
le e sapendo che ogni ideale ¢ contenuto in uno massimale allora tutti gli ideali sono contenuti
in M quindi b € Ker(f) C M eb+1 € ker(f*) C M assurdo perché se b,b+1e€ M = 1€ M
quindi...

4.7.2 osservazione : Un anello A che ha un unico ideale massimale ¢ detto locale.

4.7.5 esercizio : (secondo compitino 2011) Siano &, & € C radici dell’unita.
1) Determinare I C Z[z] tale che Z[&5) = Z/ 1.

2) Dimostrare che Z[£5]/(11) non € un campo.

3) Z[&s)/ (1) # Zl&s]/ (11)-
soluzione :

1) (Per questo c¢’¢ un metodo standard) Consideriamo «y : Z[z] — Z[¢5] 'omomorfismo di
sostituzione dove y(f(z)) = f(&5), questo & surgettivo, allora I = Ker(vy) = {p(z) | p(&) = 0}.
Osservo che =z + 23+ 22 +x+1 € I quindi (1) C I orasia p € I quindi p(&5) = 0 allora u|p
in Q ma p ¢ primitivo & sta in Z[z] quindi per il lemma di Gauss p|p anche in Z[z] quindi I = (p).
2) Per il punto precedente so che Z[&5] = Z[x]/ () quindi Z[&5]/ 11y = (Z]x]/ )/ 11) = Z[2]/ (11) =
Z/11zlz])/(@- Gli isomorfismi di prima sono giustificati dall’omomorfismo 7 : Z[z|/() —

Zix]/ (1) il Ker(r) = (‘z’ul)l) = (11). Quindi ci riduciamo a studiare F[z|/) dove i =
2t + 2 + 2?2 + 2z + 1. Osserviamo che §, € F, <= 27 -1 =0 (q) < p =0 (¢ — 1)
inoltre se (f,g) = 1 allora per il teorema cinese K[z]/(f(x)g() = K]/ (f(2)) X K[x]/(4(2))- Quindi
e riducibile in Fy; perché 5|11 — 1 quindi & € Fyq, percio il polinomio minimo di &5 ha grado
1 e p si fattorizza in 4 polinomi di grado 1 coprimi, per il criterio della derivata, percio segue
che Fr1[z]/ = Fi1/ ) X F11/(pa) X F11/(ps) X F11/(ps) = F; che non & un campo.
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3) (Da vedere) 8 /11 — 1 quindi & ¢ Fy; quindi il polinomio minimo in Z[z| & lo stesso
che in Fy;[z] ed ¢ irriducibile, quindi Z[&s]/11) = F11[€s] che un campo ¢ non puo essere iso-
morfo a F}, che non lo &.

4.7.6 esercizio : Trovare le soluzioni intere di 2% — 2y? = %1.

soluzione : Mettiamoci in Z[ﬁ] = A. In questo anello posso definire un coniugio, dato
w = a++v2b = 4 = a — /2b ed anche una norma N(u) = uti = a® — 20> € Z. Osser-
viamo che la norma cosi definita ¢ moltiplicativa, N(uv) = N(u)N(v) (facile verifica), allora
A* ={u € A | N(u) = £1} infatti vale sicuramente D e se u € A* allora N(u) € Z* = +1
quindi si ha che x,y sono soluzioni 22 — 2y? = +1 <= u = x + 2y € A*, quindi ci resta da
capire chi & A*; dico che A* = 7Z /47 x Z. Consideriamo la mappa p : Z /97 X Z —< 7 > tale che
p((£1,n)) = £(7)" dove vy = 1++/2 € A*, i & un ovvio omomorfismo di gruppo. Adesso consi-
deriamo 7y, T, omomorfismi di proiezione tale che 7 (a+1/2b) = a e 73 (a++/2b) = b, osserviamo
che 71 (y(a++/2)b) = a+2b e Ty (y(a++/2)b) = a+b quindi 71 (yu) = 71 (u)+27m2(u) e se m (u) > 0
e my(u) > 0 = my(yu) > m(u) percio se impongo u = +, dato che m(y) = m(y) =1 > 0,
si ha che 0 < m(y) < pi1(7?) < -+ per ogni n percid " # +1, analogamente per —" si ha
0> mi(y) > pir(¥?) > -+, quindi p & iniettiva dato che Ker(u){(&1,n) | v((£1,n)) = 1} = {1}
per il discorso precedente. p ¢ ovviamente surgettiva resta da vedere che < v >= A*; intanto
<y >C A*inoltre (£7") 1=ty e<y> ety =" = £(—y ) = £(-1)"y " e< y >
quindi e chiuso per coniugio € inversa percio A* =< v >.

4.7.3 osservazione : Sia ay+ a1 + asz® + - - - + a,2" = p(x) con a; € Z, sappiamo che se
q € Q ¢ radice di p(x) allora ¢ = ¢ con alag e bla,. Lo stesso vale in A[z] dove A ¢ UFD.

4.7.1 Definizione : Dato un dominio A C K campo, diciamo che A e integralmente chiuso in K
se presa a € K radice di un polinomio monico p(x) € A[z] allora a € A.

4.7.1 Teorema : A UFD = A integralmente chiuso in Frac(A).

4.7.1 esempio : Prendiamo A = Z[\/4n + 1] con 4n + 1 non quadrato in Z. E inte-
gralmente chiuso in Frac(A) ? Prendiamo o = %(1 +V4An +1), a & radice di t* —t — n,
dico che a ¢ A (chiaramente o € Frac(A)). {1,v/4n+ 1} ¢ una base di K su Q quindi
A={a+by/dn+1|a,b e Z} quindi a € A e per il teorema precedente A non ¢ UFD.

4.7.7 esercizio : Z[\/—-2] ¢ ED ?

soluzione : Definisco innanzi tutto un coniugio a + b_\/—2 = a — by/—2 ed una norma N(a +

bv/=2) = (a+bv/—=2)(a—b\/—2) = a® +b?, osservo che ZI;\/“/::; = (””*/fj‘;;d*/jz) =e+ fv/-2,

ma e, f € Q. Prendo g,h € Z tale che |e — g|,|f — h| < 1 e prendo ¢ = g + hy/—2 quindi
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a+by/—=2 = q(c+dy/—2)+r, percido r = a+by/—2—q(c+dv/—2) e N(r) = N((c+dv/—-2)((e —
9)+(f=h)v=2)) = N(c+dV=2)N((e—g) +(f —h)v/=2) < N(c+dv/=2)§ < N(c+dv/-2).

Allora Panello e euclideo.

4.7.8 esercizio : Siaa€Z cona >3. A=Z[\/—a|e ED?

soluzione : Dico che in questo anello la fattorizzazione non e unica quindi non e un ED.
Pongo w = v/—a e definisco la norma N (z + wy) = 2% + ay?, osservo che 2 ¢ irriducibile infatti
N(@2)=4e Nz +wy) > 2>+ 3y* > 3 ameno di u =0, v = %1 allora 2 non si fattorizza.
Se a ¢ dispari (1 +w)(1 —w) € (2) infatti (1 +w)(1 —w) =1 — a che & pari, poi N(2) =4 e
N(w) = a ed essendo a dispari w ¢ (2) quindi 1 —w, 1+ w ¢ (2) percio (2) non & primo, ma ¢
irriducibile quindi A non & UFD. se a pari, w € (2) ma w? € (2) e si conclude come prima. In
conclusione A per ogni a > 3 non e UFD.

4.7.2 Definizione : Sia A un anello commutativo con unita. ) € un ideale primario di A
se 1y € () = = € () oppure esiste n tale che y™ € Q).

4.7.2 esempio : Sia A = K[z,y,2]/(4y_s2), P = (Z,2), Q@ = P2 zj = 2> ma 7,y ¢ P?
quindi () non é primario. Se nella definizione di primario avessi scritto "uno tra x e y deve
essere tale che esiste n ..." allora () di questo esempio sarebbe stato primario, infatti 72 € Q.

4.7.1 Proposizione :
1) @ ¢ primario <= in A/Q) i divisori di zero tutti e soli i nilpotenti.
2) @ primario = +/@Q ¢ primo.
3) se v/Q ¢ massimale = (@ ¢ primario.

Dimostrazione :

1) (Da vedere)

2) zy € /Q <= esiste n tale che (zy)" € Q = 2"y € Q essendo @ primario si ha che

o 2™ in Q quindi z € /@) oppure esiste m tale che y™" € Q quindi y € /@, quindi /@ & primo
(Pesempio precedente dimostra che non & vero il viceversa).

3) (Da vedere) Sia M = /@ massimale, allora M C A/Q ¢ massimale ed ¢ intersezione di
tutti gli ideali primi di A/Q, infatti sappiamo che M = V0, ma gli ideali primi che contengono
0 sono tutti quindi M ¢ massimale ed ¢ intersezione di tutti gli ideali primi quindi A/Q ha
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un solo ideale primo, dico che 7 € A /Q = T ¢ M <= Z ¢ nilpotente o invertibile, invece
T € M = +/0 quindi i divisori di 0 in A/Q sono nilpotenti quindi ¢ ¢ primario.

4.7.9 esercizio : (Da vedere) Aut(Q[z])

soluzione :

4.7.10 esercizio : (Da vedere) Sia A = Z[\/ﬂ, sia il coniugio a —i—_b\/7 =a—b/Tela
norma N (u) = uu allora :

1) N & moltiplicativa.

2) u invertibile <= N(u) = %1.

3) Sia P € Z primo, p é riducibile in A <= esiste u € A tale che N(u) = p.
4) 2 ¢é riducibile, 3 é riducibile, 5 ¢ irriducibile.

soluzione :

4.7.11 esercizio : Sia A = Q[z,y]. [ = (2> +y* — 1), J = (* — 3,4*> — x) sono primi o
massimali ?

soluzione : I C (x,y — 1) che ¢ massimale quindi / non ¢ massimale ma ¢ primo infat-
ti 22 + y* — 1 ¢ irriducibile infatti se prendo il primo y — 1 per Eisenstein si ha l'irridu-
cibilita, essendo Q[z,y] UFD allora ¢ anche primo. .J ¢ massimale infatti sia o = /3 e
v A — Qla] dove y(p(z,y)) = p(a?, a), si ha che Ker/y D J, inoltre se f(x,y) € Ker(y) al-
lora f(z,y) = a+br+cy+dry+g(z,y) con g(x,y) € J allora v(f(z,y)) = a+ba’+ca+da® =0

ed essendo 1, o, o?, & una base di A come Q spazio vettoriale si ha che a =b=c=d = 0.

4.7.12 esercizio : Sia A = Q[2?,2%] C Q[z] un sotto-anello e siano I = (2 + 2), J =
(22 + 23) ideali di A, chi ¢ primo o massimale ?

soluzione : J non & primo quindi neanche massimale infatti (z* + 2?)(2® — 2?) € J ma
(2% + 2?)(z® — 22) = (2% — 2*) = 2*(2® — 1) e 2*,22 — 1 ¢ J. Consideriamo adesso I =
(2° +2) € Q[z] allora I = I N A. Sia v : Qz] — Q[a] dove v(p(z)) = p(a) e a = V/2,
Ker(y) = I e Q[a] & un campo allora anche A/I & massimale quindi I ¢ massimale quindi
anche primo, si noti che I = €.
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Capitolo 5

Campi di spezzamento

5.1 Estensioni di campi

5.1.1 Definizione : Siano K, L campi. « € L si dice algebrico su K se esiste f € K[x]/{0}
tale che f(a) = 0. a € L si dice trascendente se non ¢ algebrico. L/K si dice algebrica se
per ogni o € L, « & algebrico su K. [L : K] = dimg(L), L come K—spazio vettoriale, se
[L: K] < oo allora si dice che L/K ¢ finito.

5.1.2 Definizione : Sia K un campo e sia a ¢ K allora K(«a) = {% | f(z,g(x)) €

Kz], g(x) # 0} e detta estensione semplice di K ed & un campo.

5.1.1 osservazione : Sia v : K[z] — k[a] C L allora Kla| = Kx]/ker(). Ker(y) =
{0} <=« trascendente oppure Ker(y) = (u(x)) dove () € primo perché Kla] ¢ un do-
minio. (u) € un ideale primo non 0 quindi, essendo K[x] un PID, () € massimale e percio
K[a] & un campo e K[a| = K(«), inoltre p ¢ irriducibile e i generatori di (x) sono cu con ¢ € K*.

5.1.3 Definizione : Chiamiamo polinomio minimo di « 1'unico generatore monico di
Ker(7).

5.1.2 osservazione : Sia K un campo a € K e p, il suo polinomio minimo allora
(Kla] : K] = deg(ua), Klo] = K[al/). Klo]/gu) ha base 1,3, 2" con n = deg(p,)

allora 1,q, -+ ,a""! & base di K|a].

5.1.1 Proposizione : (Aritmetica) Siano L O F' D K campi. Allora L/K finita <= L/F
e F'/K sono finite.

Dimostrazione : (=) : Se L/K finita allora [L : K] =n <ocoma [L: K| =[L: F|[F : K|
quindi anche L/F e F/K sono finite.

84



(<=) : L/F e F/K sono finite quindi consideriamo {a;}j_, base di L/F e {B;}]L, base di

F/K allora ogni elemento v di L lo esprimo come v = 3" a;q4, con a; € F, ma ogni a; lo posso
i=1

m n n i=n,j=m
esprimere come a; = . b;;3;, con b;; € K quindi v = Y a;(Xb;;6;) = > bijjou; quindi
J=1 i=1 j=1 1,j=0
{ai; fj;n ¢ una K-base di L quindi L/K ¢ finita.
O
5.1.2 Proposizione : L/K finita = L/K algebrica.
Dimostrazione : L/K finita quindi [L : K] = n < oo allora per ogni « € L, 1,c,-+- , "

sono linearmente dipendenti perché sono n + i elementi, quindi esistono a; € K non tutti nulli

tale che Y- a;a’ = 0 quindi f(z) = Y a;z' € K[z]/{0} ¢ tale che f(a) = 0 quindi L/K algebrica.
i=1 i=1

O

5.1.3 osservazione : L/K algebrica = L/K finita. Infatti consideriamo il campo Q;
[@ : Q] = oo dove Q ¢ la chiusura algebrica di Q (spiegheremo poi il concetto di chiusura
algebrica) infatti Q/Q ¢ algebrica per definizione ma non ¢ finita in quanto 2™ — 2 sono tutti
irriducibili per Eisenstein, quindi se «,, e radice di 2™ —2 allora [Q[«] : Q] = n per ogni n e sicco-
me Q(a,) C Q, sempre per definizione, allora [Q : Q] = [Q : Q(,)][Q(a) : Q] = [Q : Q(aw)]n

pe ogni n € N quindi non é finita.

5.1.3 Proposizione : Data L/K, non necessariamente algebrica, allora A = {a € L | a € algebrico su F
e una estensione algebrica di K.

Dimostrazione : (Da vedere) Bisogna vedere che ¢ un campo. Presi o, € A = «,( €
K(a, f) C Aed il contenimento vale perché a,  sono algebrici su K quindi L’estensione K («, /3)
¢ finita perché per il teorema delle torri di estensione [K(«, 3) : K] = [K(«, ) : K(a)][K(«) :
K] sono estensioni semplici quindi finite e percio algebriche. Itero con tutti gli « € L ed ottengo
A D K(«ay) e siccome A & chiuso per somma e prodotto vale I'uguaglianza.

O

5.1.4 Definizione : Sia S C L sottoinsieme di un campo. Definiamo K(S) = N F
K,SCFCL

che ¢ il piu piccolo sottocampo di L che contiene K e S.
5.1.4 Proposizione : L/K algebrica + finitamente generata =—> L/K finita.
Dimostrazione : (Da vedere) (Aritmetica : estensione semplice e algebrica ¢ finita) L/K
¢ finitamente generata quindi L = K(ay,- - ,q;) ora per induzione su t. Se t = 1 allora 1'e-

stensione ¢ semplice e dato che «; & algebrico su K allora L/K é finita; per il passo induttivo
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si ha che [K(aq, - ,0q_1) : K] & finita quindi [K(aq, -+, ) : K] = [K(q, -+ ,q-1)(ay) :
K(aq, -+ ,o41)][K(ag, -+ ,a4-1) : K] =1 < o0, dato che a4 ¢ algebrico su K(aq, -+ ,04-1) €
K(aq, -+ ,a4-1)() € una estensione semplice di K (ay,---,a4_1), percio L/K é finita.

O

5.1.1 Teorema : (Torri di estensioni algebriche) Siano L D F D K campi. Allora L/K
algebrica <= L/F e F'/K algebriche.

Dimostrazione : (=) : Sia a € L essendo algebrico su K lo ¢ anche su F, inoltre se
a € Fessendo F' C L, « ¢ algebrico in K.
(<) : a € L ¢ algebrico su F' quindi esiste p(z) = ap + a1z + -+ - + ap,a™ € Flz]/{0} tale
che p(a) = 0. Pongo Fy = K(ag, -+ ,an) C F, a ¢ algebrico su Fy, allora [Fy(a) : K] =
[Fo(a) = Fyl[Fy : K] ora Fy(a)/Fy ¢ algebrica e semplice quindi finita e [F : K] ¢ finito quindi
[Fo(a) : K] ¢ finito quindi Fy(«)/ K algebrica percio « ¢ algebrico su K.
O

5.2 Campi di spezzamento

5.2.1 Definizione : Un campo I si dice algebricamente chiuso se per ogni f € I'[x], O(f) >
1 = f ha almeno una radice in T.

5.2.1 esempio : C ¢ algebricamente chiuso. Q, R, F,, Q( ¥/317) non lo sono.
5.2.2 Definizione : K ¢ una chiusura algebrica di K se :

1) K & algebricamente chiuso

2) K/K ¢ algebrica.

5.2.1 Proposizione : I' algebricamente chiuso e f € I'[z], 9(f) > 1 = f si spezza in
fattori lineari in T'[z]

Dimostrazione : Procediamo per induzione; 9(f) = 1 ok, quindi per 9(f) < n — 1 vale la
tesi, dimostriamolo per d(f) = n. T' ¢ algebricamente chiuso quindi f ha almeno una radice
percio f = (z—a)g(x) ,a per ipotesi induttiva g(x) si scompone in fattori lineari quindi anche f.

O

5.2.3 Definizione : Sia f € K[z], 9(f) > 1e K C K. Sidice campo di spezzamento di f su K
il campo K (o, -+, ) dove {o;} € I'insieme delle radici di f su K. Se I' = {fi }icr € {cij}jes
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radici di f; su K, allora K({ozij})gel € J ¢ il campo di spezzamento di I' su K.

5.2.1 osservazione : Sia f € K[z], 9(f) = ne K C K con {a;}ie; radici di f. Al-
lora [K({a;}ier) © K] < nl infatti posso scrivere K; = K({a;}i<; allora [K,, : K] = [k, :
Kn|[Kno1: Ko+ [K : K| e [K;: K;_1] = deg(pa,;) e siccome K; ¢ estensione semplice di
Kifl allora deg(/jlai) =1+ deQ(l“’Oéi—l)'

5.2.2 Proposizione : Sia K un campo, a € K e d = #fradici distinte di p, in K. Allora
esistono esattamente d immersioni 7y, - -+ , 74 : K(a) — K tale che ;| = Id. Se {«;}er sono
le radici di p, allora v;(a) = «.

Dimostrazione : Consideriamo v : K(a) — K tale che y(1) = 1 e y(a) = 3. Sappiamo
che K(a) = K|[x]/(s.(2)) quindi consideriamo ¥ : K[z] — K tale che ¥ = 3, esiste 7 se e solo
se Ker(%) = (fta(z)) ma Ker(y) = {p(x) | ¥(p(x)) = p(B) = 0} = (up(x)) con ug polinomio
minimo di 4 in Klz]; allora (u(x)) = (us(x)) <= B ¢ radice di pq.

O

5.2.3 Proposizione : (Criterio della derivata) Sia K un campo, f € K[z], 0 > 1. Allora
f fa radici multiple in K <= (f, f') # 1.

Dimostrazione : f(z) = (x—a)kfg(x) con k > 1e g(a) # 0, allora f'(z) = k(z—a)* g(x)+
(r—a)*q'(z) percio f'(a) = k(a—a)* Lg(a)+(a—a)*d(a) =0 < k(a—a)f 1 =0 <= k > 1,
per k =1si ha f'(or) =1 # 0. Le radici multiple sono anche radici della derivata.

O

5.2.2 osservazione : Se f ¢ irriducibile abbiamo che (f, f') € {1, f} infatti se f' > 0, sic-
come f irriducibile, non ha radici multiple quindi (f.f’) = 1, invece se f' = 0 allora (f, f') = f.

5.2.2 esempio :

1) Sia K = [F,(t), p primo, e consideriamo in KJz| il polinomio 2 — ¢, ¢ indeterminata.
f'(x) = pa?~' = 0 quindi ha radici multiple ma siccome ¢ & primo, A = F,[t] ¢ UFD, allora
xP — ¢t ¢ irriducibile per Eisenstein quindi ¢ irriducibile in K[z] per il lemma di Gauss.

2) f € Q[z] irriducibile allora f'(x) # 0.

3) f € Fylx], ¢ primo e f'(x) = 0 allora f(z) = g(z)? quindi non ¢ irriducibile.

5.2.3 esempio : Sia a? —t € F,(t)[z] e a € F,(¢)[z] radice, allora o? —t =0 = ao? =1t

quindi 2 —t = 2P — of = (x — )P in Fy(¢)[z].
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5.2.3 osservazione :

Se char(K) = 0 e deg(f) > 1 = f" # 0. Se f ¢ irriducibile allora f non ha radici mul-
tiple quindi ha deg(f) radici distinte.

Se char(K) = p oltre al caso di char(K) = 0 succede anche che f' = 0 e f irriducibile
quindi f ha radici multiple.

5.2.4 Proposizione : Sia f € F [z], deg(f) > 1 con ¢ = p™, p primo e supponiamo che
f'=0. Allora f(z) = g(x)? in F,[z].

Dimostrazione : Sia f(x) = Y a;a° tale che 0 = f'(z) = Y ia;2°"! quindi ia; = 0 per ogni
i=0 i=0

m
di conseguenza, siccome F,, campo, si ha a; = 0 per ogni i tale che p fi quindi f(z) = 3 agyz*”
k=0

con mp < n e (m+ 1)p > n. Ora so che per ogni a € Fy = a = a? = a" = (&’ )P = W
quindi f(x) = gj AppTP = f) (bpa®)P = (i brak)P = g(x)P.
k=0 k=0

O

5.2.4 osservazione : Se K ¢ un campo finito e f € K] irriducibile allora ha tutte le
radici distinte in K.

5.2.4 Definizione : f irriducibile si dice separabile se ha tutte le radici distinte in K.
L/K si dice separabile se per ogni o € L si ha che il polinomio minimo di «, p,, € separabile
in K.

5.2.5 osservazione : Se K ha caratteristica 0, ogni sua estensione e separabile. Se L ¢ un
campo finito allora L/K & separabile.

5.2.5 Proposizione : Sia o € K n = [K(a) : K], K(a)/K separabile. Per ogni immer-
sione di v : K — K esistono esattamente n omomorfismi +;, -+ ,v, : K(a) — K tale che
Yilx = 7.

Dimostrazione : (Da vedere) Intanto K («)/K separabile assicura che p, ha esattamente
[K(a) : K] = n radici distinte in K. Con le stesse osservazioni della Proposizione 5.2.2 co-
struiamo ® : K[z] — K con ®(k) = (k) e ®(z) = B, essendo i, irriducibile e v iniettiva
allora y(f1,) irriducibile quindi v(uq(8)) = 0 e abbiamo che (p,) C Ker(®) = (ug), ma pu, €
massimale dato che K(«) ¢ campo quindi (pa) = (pp) percio 8 varia tra le n radici distinte di
lte generando cosl n immersioni distinte.
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O

5.2.1 Corollario : E/K estensione finita e separabile e [E : K| = n allora per ogni im-
mersione di v : K — K esistono esattamente n omomorfismi ~;,--- ,~, : £ — K tale che

Vil = 7.
Dimostrazione : Procediamo per induzione su n :
Passo Base : n =1 ok.

Passo Induttivo : Sia @ € E/K, si ha K C K(a) € E e supponiamo [K(a) : K] = m
e [E : K(a)] = d con n = md, per la proposizione precedente esistono m immersioni ~; :
K(a) < K per ogni v : K < K, per ipotesi induttiva per ogni ~; esistono d immersioni
Vigs 2 Vig P B = K con %»j| K(a) = %i- Ora abbiamo {%-j f;l,‘fl che sono n immersioni di
E suK osserviamo che i, |k = (Vi,|k))|x = 7Vilk = 7 inoltre se v, = e, = 7i;|k(@) =
Yer|K(a) = Vi = Ve = 1 = e, quindi si ha v, = v, = j = t quindi sono n immersioni
distinte e vale la tesi.

O

5.2.4 esempio : Siay : Q = Q e consideriamo 7 : Q(v/2) < Q, dato che s = x> —2siha
che 7(v/2) = +/2 quindi si ha Tio: Q(V2) — Q tale che Ti2lo = Id e y1(a + V2b) = a + v/2b
e ya(a + v/2b) = a — /2b.

5.2.5 esempio : Vediamo Q(v/2,/3) < Q. Osserviamo intanto che v/3 ¢ V¥ e viceversa
infatti se per assurdo v/3 = a++v/2b = 3 = /3v/3 = (a+v/2b)(a++/2b) = a®>+20>+ (a+b)V/3
quindi @ + b = 0 ovvero a = —b quindi 3 = a® + 2b*> = 34> = a = +1 quindi v/3 = £ + T2
ma & assurdo. Consideriamo L = Q(v/2) quindi si ha L(1/3) e vediamo le immersioni in Q, si ha
che p 5= 2% — 3 ed ha radici +v/3 quindi esistono due immersioni di L(1v/3) su Q, osserviamo
che esistono due immersioni di L su L(v/3) quindi ci sono quattro immersioni di Q(v/2,/3)
su Q che fissano Q tale che v(v/2) = £v2 e y(v/3) = £/3. 1l risultato si puod esprimere

schematicamente con :



Abbiamo che 1,v/2,v/3,v/6 ¢ una Q—base di F = Q(v/2,v3). Siaa € E, a = a+ b2 +
cV/3 + dv/6, le quattro immersioni sono della forma :

n=1Id V2 V2, V3— V3
o V2— —v2, V3— V3
Y V2— V2, V3— -3
Ta V2— V2, V3— -3

In particolare ¥5(«v) = a — bv2 + /3 — dvV6

5.2.6 osservazione : J;(v/2 + v/3) = £1/2 + £1/3 che sono quattro elementi distinti, il
polinomio minimo di v/2 4 v/3 ha quattro radici distinte, con un conto ne trovi almeno quattro,
poi piu di quattro non le trovi dato che ¢ contenuto in una estensione di grado quattro, allora

5.2.5 Definizione : Dati L/K e a € L allora i coniugati di o su K sono le radici di p, il
polinomio minimo di « su K.

5.2.7 osservazione : Se [L : K] = n e~ : L — K sono le immersioni di L/K allora
{7i(«)} & I'insieme dei coniugati di «.

5.2.6 Definizione : Una estensione algebrica F/K si dice normale se per ogni y : F — K
tale che v|x = Id si ha y(F) = F.

5.2.6 Proposizione : Tutte le estensioni di grado due sono normali.

Dimostrazone : (Da vedere) Sia w € Q/Q tale che [Q(w) : Q] = 2, allora il polino-
mio minimo di w ¢ della forma p, = ax?® + bz + c¢. Per la proposizione 5.2.5 esistono due

immersioni di Q(w) in Q date dall'immagine di w nelle due radici di p,, osserviamo che le

. . . _ /b2 _
radici di p, sono W

—b—Vb>—4dac __ _ b
2a T

a

supponiamo senza perdita di generalita w = =ttvb—dac 3’5’4“ allora
w € Q(w) quindi Q(w) ¢ normale.
O

5.2.6 esempio :

1) Sia Q(v2)/Q & normale perché (v2) = +v2 € Q(v2) quindi 1(Q(v2)) = Q(v2).
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2) Non tutte le estensioni di grado tre sono normali infatti Q(+/2)/Q non & normale dato che il
polinomio minimo di v/2 & 2° —2 e ha come radici v/2, £33/2, £24/2 quindi esiste v : Q(v/2) — Q
tale che v(v/2) = £+/2 ma xisV/2 & Q(\?’/ﬁ)

5.2.7 Proposizione :Sia F'/K normale. Allora ogni polinomio f(z) € K|[z] irriducibile in
K|[z] che ha una radice in F' le ha tutte in F, cioe in F' si spezza in fattori lineari.

Dimostrazione : Sia finK[z] irriducibile e ay,--- ,q, € K radici di f quindi f(z) =
all(z — a;) in K. Consideriamo ora a = oy € F, K C K(a) C F e F/K normale, per la
i=1

proposizione 5.2.5 esistono e sono uniche v, -+, 7, : K(a) — K tale che v;(e) = q; allora
per ogni i esiste almeno una ; : F' — K tale che 7}-|K(a) =; e Yi(a) = o; ma F/K & normale
quindi ;(F) = F percio 4;(a) = a; € F per ogni i quindi tutte le radici stanno in F.

O

5.2.1 Teorema : F/K algebrica. F'/K normale <= F ¢ campo di spezzamento di una
famiglia di polinomi di K|[z]

Dimostrazione : (Dimostrazione del caso F'/K finita ovvero algebrica e finitamente gene-
rata)

(=) F = K(ay,- - ,as) estensione algebrica ¢ finitamente generata e p;,--- , ps 1 polinomi
minimi rispettivamente di ay,--- ,assu K. K C F' C L = K({«a;;}), L campo di spezzamento
e {alj}f;lg “ le radici di g; in K con deg(p;) = d;. Ora F/K ¢ normale quindi per ogni i
contiene una radice dei p; che sono irriducibili in K quindi per la proposizione precedente le

contiene tutte quindi L C F' di conseguenza L = F' quindi ¢ campo di spezzamento.

(<=) Sia v : F < K con v|x = Id, devo vedere che v(F) = F. F ¢ campo di spezzamento
di {fi}iz1,.. s quindi F' = K ({ozw})f;lsdl le radici di f; in K con deg(f;) = d;, osserviamo che
v(F) = K({v(aw)})ifgl ma y(a;;) = a; € F quindi v(F') C F e siccome hanno lo stesso
grado si ha y(F) = F quindi F' & normale.

O

5.2.2 Teorema : (Esistenza ed unicita della chiusura algebrica) Sia K un campo. Allora
esiste K chiusura algebrica di K, e K ¢ unica a meno di isomorfismo.

Dimostrazione :

(Unicita) Sia_f( e K due chiusure algebriche di K, voglio vedere che K =~ K. Prendo
0: K — K, K/K ¢ algebrica quindi esiste & : K < K tale che #(K) ¢ algebrica su o(K). Ora
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se dimostro che 6([2( ) ¢ algebricamente chiuso ho finito infatti, per ogni o € k, o & algebrico su

K quindi anche su (K) quindi o € 6(K). Dimostro allora che 5(K) ¢ algebricamente chiuso
: 5(p(z)) € (6(K))[x], p(r € K)[z] = esiste a € K tale che p(a) = 0 = &(a) € 6(K) &
radice di a(p(z)).

(Esistenza) Costruisco E;/K tale che ogni p(x) € K[z] con dp(x) > 1 abbia almeno una
radice in Fy. Sia {p(z) € K[z] | Op(x) > 1} = {pr(z) | A € A} esia X = {z, | A € A}
e sia infine K[X]. Considero py(z,) € K[X] e I = (pa(zr))rea C K[X], noto che I # (1).
Infatti se 1 € I esisterebbero Ay, -, A\, e f1,---, fn, € K[x] tali che 1 = Y fi(z)py,(z),) ma
se consideriamo 'omomorfismo di valutazione val : K[x] — L dove L contiene una radice
di ogni {py, }i=1,..n (come nell’osservazione 5.2.11) e tale che val(1) = 1 e val(xy) = 0 se
A # A; se non val(zy) = «y, che & la radice di p), che appartiene a L, allora 1 = wval(1) =
val (Y fi(x)pa,(xy,)) = S wval(fi(x))val(py,(xy,)) = X val(fi(z)) - 0 = 0 assurdo. Allora esiste
M C K[X] massimale tale che M D I, prendo E; = K[X]/M. Sicuramente ¢ un campo, devo
dimostrare che contiene K e che ogni polinomio in K [z] ha almeno una radice in E;. Considero
¢: K — K[X] — K[X]/M = Ey taleche 1 — 1 —» 1+ M # M e 25 —> &y, si ha
che ¢ # 0 = ¢ ¢ iniettivo e K C E; (come nell’osservazione 5.2.10). Prendo ora py € Klz],
pa(zy) € I € M, quindi z, € E; = K[{Z)}xea], ma pr(zy) = 0 perché py(zy) € I € M. Ora
posso costruire induttivamente Fy C Ey C --- tale che ogni polinomio di grado > 1 di £,
abbia una radice in F, .1 (come nell’osservazione 5.2.11). Sia 2 = L>JlEn, Q ¢ algebricamen-

te chiuso (come nell'osservazione 5.2.9), per ogni f(z) € Q[z], f ha almeno una radice in Q
(f € Eyy, Epny+1 contiene una radice di f) = K = {a € | a algebrico su K} ¢ il campo
cercato (si dimostra come nell’osservazione 5.2.8).

O

5.2.8 osservazione : Q = {a € C | a ¢ algebrico su Q}, Q ¢ la chiusura algebrica di Q:
& algebrica per costruzione, se o, f € Q = o + B,a8,+ € Qa,p) C Q quindi ¢ un campo,
inoltre ¢ algebricamente chiuso infatti sia p(x) € Q allora esiste o € C tale che p(a) = 0 con
Op(x) > 1, ma L = Q(coefficienti di p(x)) e algebrica su Q = L(«a) & algebrica su L e quindi
suQ = acqQ.

5.2.9 osservazione : F, = UF,. infatti p(z) € F, = esiste n tale che p(x) € F,n., allora
il campo di spezzamento di p(x) & Fyna C F,.

5.2.10 osservazione : Dato p(x) € Klz| posso costruire un campo che contiene K
e una radice di p(z), fattorizzo p(x) in K[z]. P, ¢ un fattore irriducibile di p(z) allora

K — Kz]/(p1(z)) — K’ tale che 1 — 1 — 1 + py ().

5.2.11 osservazione : Presa una famiglia finita di polinomi {fi,---, f,}, posso costruire
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E/K tale che per ogni i, f; abbia una radice in E. Infatti siano f;; fattori irriducibili di ogni
fi, allora K — K[x]/(f11(z)) = K' — K'/(fu(x)) = K" — ---.

93



Capitolo 6

Teoria di Galois

6.1 Il gruppo di Galois

6.1.1 Definizione : Sia E/K una estensione normale e separabile si dice allora che
E/K ¢ di Galois.

6.1.1 osservazione : F/K ¢ normale <= ogni v : £ — }_(_tale che v|x = Id & un
automorfismo di F/K. Se E/K ¢ separabile allora #Homg{E — K} = [E : K].

6.1.2 Definizione : Sia F/K di Galois allora Autx(E) = Gal(E/K) = {y: E — K} &
il gruppo di Galois di E/K, che & un gruppo e |Autk(F)| = [E : K].

6.1.3 Definizione : Sia f € K[x] allora Galk(f) = Gal(E/K) con E campo di spezza-
mento di f su K.

6.1.2 osservazione : Sia f irriducibile, d(f) = n, a;, -+ ,a, € K radici di f e E campo
di spezzamento di spezzamento di f su K. allora consideriamo ® : Galy(f) = Gal(E/K) <
Slar,ant = Sy tale che ®(v) = v|{ay,-,an}, questa ¢ una applicazione ben definita che per-
muta le radici di f, ¢ un omomorfismo iniettivo infatti y|(a, .. .0,y = Id = v(;) = o =
Ker(®) = {Id}, inoltre per ogni i, j esiste v € Galk(f) tale che y(a;) = a; quindi ®(Galk(f))
e un sottogruppo transitivo di S, ovvero per ogni ¢ {av,- -, a,} = orb(ay).

6.1.1 Corollario : f € K[z]| con O(f) = n allora Galk(f) < S, in particolare |Galk (f)| |n!

6.1.3 osservazione : Sia E/K di Galois e a € E allora per ogni 0 € Gal(E/K), {o(a)} &
I'unione dei coniugati di a su K, cioe & I'insieme delle radici di pu,(z) € K[z].
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6.1.1 esempio :

1) E/K tale che [E : K] = 2 allora E/K ¢ normale inoltre ¢ separabile dato che se mu,,

a € F ma ¢ K, non avesse radici distinte allora mu, = (r — a)* = 2? + 2ar + o> = a € K,
quindi /K ¢ di Galois e Gal(E/K) = Z /.

2) deg(f) = 3 e E il suo campo di spezzamento allora Gal(E/K) < S3 e 3| |Gal(E/K)|
quindi gal(E/K) pud essere Sz o As infatti se consideriamo f = 2® —2 si ha che E = Q(v/2, &)
e [F: Q] =6 quindi Gal(E/K) = S; invece se considero &7 si ha che [Q(&7) : Q] = 6 dato
che pe(7) = 2% + 2% + 2 + 2% + 2% + 2 + 1 inoltre Q(&) NR # 0 infatti & + &' € R,
osserviamo che [Q(&7) : Q(& + & 1)) = 2 dato che pg, = 22 — (&, + & 1)z + 1 & il suo polino-
mio minimo, quindi si ha £ = {y 2y F = Q& + & 25 Qe E/g ¢ di Galois ed il suo
gruppo e formato da automorfismi di F /Q tale che ’}/1(57) = ¢ coni = 1,---,6. Osservia-
mo infine che 07’5(57 +&71) = {nl& + '57 DY ={&+ 57 &+ 57 3} € Q& + &1
infatti (& + 5{ )2 = 57 +&% e (+ &N = 4+ &7 quindi Q& + &) /g @ di Galois e
Gal(Q(& + &) /a) =

6.1.1 Proposizione : (Torri di estnsioni di Galois) Sia L/K di Galois e G = Gal(L/K)
se K C F C L allora L/F ¢ di Galois invece non ¢ sempre vero che F//K ¢ di Galois e non ¢
detto che se F/K e L/F di Galois allora L/K di Galois.

6.1.2 esempio : Q C Q(v/2) Cc Q(v/2), Q({‘/ﬁ)/(@(ﬁ) e Q(v/2)/q sono estensioni di grado

due quindi di Galois ma Q(+/2)/q non & di Galois dato che il polinomio minimo di v/2 & 2% — 2
che ha campo di spezzamento Q(v/2,&,).

6.1.4 osservazione : L/K di Galois e K C F C L allora Gal(L/F) < Gal(L/K).

6.1.1 Teorema : (dell’elemento primitivo) Sia E/K una estensione finita e separabile al-
lora esiste a € E tale che £ = K(«).

Dimostrazione : Se K ¢ finito e char(K) = 0 allora E ¢ finito quindi E* ¢ ciclico ovvero
EF=<a>quindi £ =K < a >.
Se K infinito supponiamo [E : K] = n in quanto estensione finita, quindi esistono vy, -« , 7, :
E — K tale che 7| e siccome & separabile 7; # v; = i # j quindisi ha £ = K(q;, -+, a,);
si procede ora per induzione su n. Il passo base € ovvio quindi passiamo al passo indut-
tivo, ora sia F = K(ay,- - ,a,) = K(oy,-+- ,a,-1)(n) che per il passo induttivo su ha

= K(B,a,) e riscrivo per semplicita £ = K(fa) con a = «,. Considero il polinomio
a+ zf ed l'applicazione K > F(z) = [] (vi(o + 28) — v;(cr + xB)) # 0 infatti se lo fosse allora

1<

J
Yila+zp)—vj(a+ap) =0 <= vi(a) +27(0) —vj(a) +27v;(8) <= i = v; < i = j assurdo
quindi F(z) # 0 ed ha grado ( ) quindi esiste un ¢ tale che F'(t) # 0 e questo ¢ e tale che
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d=a+tfe E=K(0)infatti K(§) C F inoltre siccome F(t) #=0e deg(F(x)) >n=[E : K|
allora dato che v;(§) sono tutti diversi come gia notato primi allora l'orbita di ¢ ha almeno n
elementi quindi il suo polinomio minimo ha grado almeno n quindi £ C K (J) per cio E = K(9).

O

Gruppi risolubili (parentesi fuori programma) :

6.1.4 Definizione : Sia GG un gruppo finito, si dice risolubile se ammette una serie normale
con quozienti abeliani ovvero {e} = G, <4 G,,_1<4---<G1 <Gy = G e G;_1/G; & abeliano.

Proprieta :
1) G risolubile <= esiste H < G tale che H ¢ risolubile.

2) G risolubile <= esiste n tale che D"(G) = {e} con D}(G) =[G : G] e D"(G) = [D"'(G) :
D" (@)

6.1.5 Definizione : L/K si dice risolubile per radicali se esiste E C L tale che K = Ky C
KyC---CK,=FeK;, =K, 1(a) dove a = {/a, &, € K; 1 oppure K; = K; 1(§,) ed E/K
¢ di Galois.

6.1.2 Teorema : L/K risolubile <= ¢ risolubile per radicali.

6.1.5 osservazione : S; non é risolubile = non esiste una formula per per le soluzioni
di un polinomio di quinto grado in quanto S5 & un gruppo di Galois del generico polinomio di
grado cinque.

6.2 Teorema di corrispondenza di Galois

6.2.1 Lemma : Sia M/F una estensione di Galois e H < Gal(M/F) = G allora M =
F—< H=0aG.

Dimostrazione :

(<=) : Supponiamo H = G allora ¢ chiaro che M O F. Sia allora a € M% se a ¢ F
allora vale F' C F(a) C M quindi esiste v : F(a) — F tale che v|p = Id e y(a) # a.
Posso estendere v a 7 : M — F tale che 7|p = Id e 7(a) # «, ora M/F & di Galois quindi
H(M) = M quindi ¥ € G e percio 7 fissa M ma 7(a) # « assurdo, quindi M€ = F.

(=) : Sia M = F(«), considero M[z] > f(z) = II (r — o(«)) e si ha deg(f(x)) = |H|,

oceH
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voglio dimostrare che f(x) € M¥[x] = F|x]. Per ogni 6 € H = §(f(z)) = U];[H(:L’—é(a(oz))) =
[T (z —o(a)) = f(x) quindi |G| = [M : K] = deg(pa) < deg(f(x)) = |H| quindi H = G.

o€ O

6.2.2 Lemma : L/K di Galois, H < Gal(L/K) e o € Gal(L/K). Allora L7 = g1

Dimostrazione : oL = c{a € L | y(a)=aVye H} ={o(a) € L | v(a) = V71 eH} =
(BeL o (8) =0 (B) ¥y € HY = {B e L | or(o}(B) = By € H} = LT

6.2.1 Teorema : (Di corrispondenza di Galois) Sia L/K di Galois finita. Allora :

)T :Z,={F|KCFCL} — G = {H < Gal(L/K)} tale che T(F) = Gal(L/F) ¢

una applicazione ben definta.

2) T' ¢ bigettiva e la sua inversa ¢ tale che I"Y(H) = L = Fiz(H) = {a € L | o(a) =
a ¥ o € H}, che & un campo.

3) Inoltre in questa corrispondenza si ha che H < G <= LY /K & di Galois, ed in questo

caso Gal(L" | K) = % che si riassume nello schema :

N N

G

Dimostrazione :
1) Per l'osservazione 6.1.4 I'applicazione ¢ ben definita.
2)Tol'Y(H) =T(L¥) = Gal(L/L") = H, I'ultima uguaglianza ¢ vera perché H C Gal(L/L™)
dato che se v € H allora 4| = Id inoltre per il lemma 6.2.1 se F = L = H < gal(L/F)
quindi H = Gal(L/F) e vale 'nguaglianza. ' 'T'(F) = I'"Y(Gal(L/F)) = LEE/F) = F per il

lemma 6.2.1. Quindi I' ¢ bigettiva e I'"! ¢ la sua inversa.

3) HiG < oHo™' = HVYo € G < ol” = L7 Vo € G < L"/K ¢ di Galois,

quindi ci riduciamo a dimostrare 1'ultimo se e solo se.
(«<=) : ovvio per il lemma 6.2.2.
(=) : Sey: L" — K tale che 7| allora + si estende ad una o : L — K tale che o| n = v
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e o|x = Id. Considero ora res : Gal(L/K) — Gal(L" /K) tale che res(c) = o|pn, res & un
omomorfismo ed ¢ surgettivo infatti per ogni § € Gal(L" /K), 6 si estende a § € Gal(L/K) tale
che 0|pn = 0 e d|x = Id. Ora Ker(res) = {o € Gal(L/K) | res(c) = ol n = Id} = Gal(L/L?)
quindi Gal(L? /K) = % ¢ di Galois.

O

6.2.1 esempio : Sia L = Q(+/2,&;) il campo di spezzamento su Q di 2° — 2. Sappiamo che
gal(L/Q) = S5 considero allora :

o:8 — & T:& — &3
V2 — &2 V2 — 2
V2 — 232 V2 — 32
GRS A ST}

Possiamo schematizzare I'insieme delle sotto estensioni in relazione ai sottogruppi in questo

modo : (G = Gal(L/K) = Sy e L = Li¢})

<o {/ \;\w<07'> L<o> {%LE\ZX L<o*>

{1d}

< 0 > <Gal(L/K) = G perché ha indice due quindi L<77/Q ¢ normale. < 7 >, < o7 >, <
0?7 > non sono normali in G quindi fissano sotto estensioni non normali su Q. L<°™ = {a €

L | o7(a) = a}, osserviamo che 07(£3¢/2) = /2 e o7(£23/2) = £2+/2 quindi Q(£2+/2) C L<7.

6.2.2 esempio : f(z) = 2* — 2, L campo di spezzamento su Q allora L = Q(v/2,1).
Gal(L/K) ¢ sottogruppo di Sy ed ha ordine 8, quindi ¢ il suo 2-sylow percio Gal(L/K) = Dj.

6.2.1 Corollario : (Da vedere) Dal teorema di corrispondenza derivano tre proprieta; sia
L/K di Galois e H, S < Gal(L/K) allora :

1) HC S« L" > L%
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2) LALS = [HNS,
3) LENLS = [<H.S>
Dimostrazione :

1) Per ogni w € L% e per ogni v € S si ha che y(w) = w ma siccome H C S allora per
ogni 7 € H si ha che 7(w) = w quindi w € L percio L® C LY.

2) Banalmente L#7 c LHLS ora per ogni af € L¥L° e per ogni v € HN S si ha che
y(aB) = v(a)y(B) = aff quindi LALS C L7 e quindi L¥ L5 = L7N5,

3) Sia a € L<#5>in particolare per ogni v € H e per ogni 7 € S si ha che y(a) = 7(a) = a.
Ora per ogni o € L N L¥, se prendiamo 0 €< H,S > allora o = hs; --- hys, dove h; € H ¢
s; € S, ma per ogni i, hij(a) = s;(a) = a quindi o(a) = a percio L7 N LY = L<H5>,
O

6.2.1 Proposizione : Sia L/K estensione di Galois finita e siano L, ' C E. Allora
1) LF/F ¢ di Galois.
2) Gal(LF/F) = Gal(L/LNF).

Dimostrazione : Consideriamo innanzi tutto il diagramma delle inclusioni (da vedere gra-

fico)

LF

F/ \L
5

LF/F & normale infatti per ogni 7 : LF — F tale che v|r = Idp si ha che 7|, € Aut(L/K)
perche v|x = Id dato che K C F e quindi si ha che v : L — K, siccome L/K ¢ normale v|;, €
Aut(L/K) = Gal(L/K) quindi 7|, = Idy, in conclusione y(LEF) = y(L)y(F) = v|.(L)y|r(F) =
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Id|(L)Id|p(F) = LF, quindi LF/F ¢ di Galois. Ora voglio vedere che res : Gal(LF/F) <
Gal(L/K) tale che res(y) = v|p, Ker(res) = {v € Gal(LF/F) | 7| = Id} = Id dato che
y|r = Id allora ¢ l'identita su tutto LF, dico che se H = res(Gal(LF/F)) = L¥ = LN F.
Infatti sia @ € L N F allora per ogni v(o) = «a quindi @ € L infine sia 8 € L allora
B€L= Be€LFefeFIX(Ga(LF/F)) = 8 € F infatti L = {a € L | v|.(a) =
aVylpe H ={a €L |~|L(a) =aVy€ Gal(LF/F)} Cc LFEIF/F) — [ (In conclusione
Fix(res(Gal(LF/F))) = LN F = res(Gal(LF/F)) = L/L N F da vedere).

O

6.2.2 Proposizione : Li/K, Ly/K di Galois, se M = L1Ly, = M/K & di Galois e vale
Gal(L1Ly/K) < Gal(L1/K) x Gal(Ly/K) inoltre si ha I'isomorfismo se e solo se L1 N Ly = K,
questa condizione dice che Ly /K e Ls/K sono linearmente disgiunte su K.

Dimostrazione : Consideriamo innanzi tutto il diagramma delle inclusioni

si ha che ¢|(m,n), se (m,n) = 1 = L;/K e Ly/K sono linearmente disgiunte quindi si
ha ¢ =1 e d = n. Ora consideriamo res : Gal(L1Ly/K) — Gal(L1/K) x Gal(Ls/K) tale che
7”68(’7) = (7|L17’7|L1) eil diagramma




si ha allora che Ker(res) = {y € Gal(L1Ls/K) | 7|, = Id, 7|, = Id} = Id, inoltre
G = Gal(L1Ly/K) = Gal(M/K) e considero Hy, Hy< G late che L; = M1 e Ly = M si ha
quindi che Gal(L;/K) = G/H; e percio G — G/H,; xG/H, ora il nucleo ¢ HiNHy = {e} perch‘e
.]\4HlﬁH2 = ]\417{1]\4112 = L1L2 qulndl K= L1 N L2 = ]\41—11 N MH2 = M<H1’H2> S H1H2 =G
ma Hy N Hy =e=— G = Hy x Hy dove vale G/H, = Hy e G/Hy = H,.

O

6.2.1 osservazione : L’essere linearmente disgiunte no ha a che fare con la normalita.

6.2.3 esempio :

6.2.1 esercizio : Siano L;/K e Ly/K, sono linearmente disgiunte <= [LyLy : L1 N Ly| =
mn.

soluzione : (<=) & ovvia, per (=) considerando il diagramma delle inclusioni

Ly L,
N
Ll ed L2
X /

LinLy /.

si ha la tesi.
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6.3 Applicazioni di Galois
Estensioni di radici primitive ennesime dell'unita :

Sia &, una radice primitiva ennesimo dell’unitd, &, € Q* e ha ordine n, il suo polinomio
1 .

minimo in Q divide il polinomio 2" — 1 = [] (z — &) ed ha grado pari al numero dei coniugati
i=0

di &,. Voglio dire che il numero dei coniugati di &,, ovvero gli £ tale che ord(&)) = ord(&,), &
¢(x) e che quindi [Q(&,) : Q] = ¢(n) = deg(ue, (v)) dove pe, (x) € il polinomio minimo di &, in Q.

6.3.1 Proposizione : Tutte le radici di y, (z) hanno ordine multiplo di n, ovvero sono del
tipo & con (i,m) = 1 quindi sono al pitt ¢(n).

Dimostrazione : Devo dimostrare che per ogni ¢ con (i,n) = 1 si ha che & ¢ radice di
e, () o equivalentemente che non ¢ radice di g(z) = ;an;) Mostro innanzi tutto che se
¢ ¢ radice di pg,(z) e (p,n) = 1, p primo, allora & tadice di pe,(x). Procedo per assurdo,

supponiamo che £ non é radice di pg,(x) allora g(£7) = 0, quindi £ e radice di g(z”) quindi

e, (2)]g(z?) = pe, (x)h(x), riduco modulo p ed ottengo che g(x?) = (g(z))P = e, (z)h(z) quin-
di (e, (2), (g(z))) # 1 di conseguenza " — 1 = pg, (z)g(x) ha radici multiple, ma 2z — 1" =
n(x"_— 1) # 0 perche (p,n) = 1 quindi ¢ assurdo percio &P ¢ radice di pg, (z) per ogni p primo
tale che (p,n) = 1. Ora abbiamo che per ogni i tale che (i,n) = 1 si ha che & & radice di
pe, () infatti supponiamo che ¢ = p{" - - pp*, p; primi distinti con p; fn, usando quanto detto

2 .
prima se &, & radice allora ! e radice ma a sua volta &' & radice e iterando si ha &, ¢ radice
di pe,(z), quindi pe, () = I (z — &), con cid si ha che siano o; : Q(&,) — Q tale che

(i,n)=1

i=2,-
0i(&,) = & allora Gal(Q(&,)/Q) = {01 | (i,n) = 1} X Z/*,, isomorfismo manda o; in i, e si ha
anche che 0; 0 0; = 0y; infatti 0; 0 0;(&,) = 0:(&) = 4.

O

Gruppi di Galois per campi finiti :

6.3.1 Teorema : Gal(F,»/F,) =< ® > dove ® : Fjn — F,» tale che ®(x) = 2? ¢ 'omo-
morfismo di Frobenius.

Dimostrazione : Sia Phi 'omomorfismo di Frobenius, dimostro che ® € Gal(F,/F,). Per
ogni a € F,, ®(a) = a? = a, per ogni z,yF,» si ha che ®(z +y) = (z +y)? = 2 +y* =
O(z) + @(y), poi ®(zy) = (zy)? = 2Py? = ®(x)®P(y), si ha inoltre che |Gal(F,n/F,)| = n, ora
supponiamo che ord(®) = k allora ®*(z) = 2P = x per ogni z € F,» quindi il polinomio P
ha p" radici in F,» quindi & > n quindi k£ = n.

O
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6.3.1 Corollario : Sia ¢ = p? si ha che Gal(F;»/F;) < Gal(Fyna/F,) = Gal(Fyn [F,) =
< ® > come si vede dal diagramma

6.4 Costruzioni con riga e compasso

Vogliamo formalizzare matematicamente la costruzione con riga e compasso, diciamo in-
nanzi tutto che il compasso si punto solo su punti costruiti o dati e la riga traccia rette per
due punti costruiti o dati. Dati una retta ed un punto esterno alla retta, sappiamo costruire la
retta perpendicolare e passante per quel punto, dato un segmento sappiamo costruire il punto
medio, e data una retta sappiamo costruire parallele e perpendicolari delle parallele.

6.4.1 teorema : Sia K = {z € R | x ¢ costruibile}. Allora Q C K ¢ un campo ed ¢ chiuso
rispetto alla radice quadrata di a € K se a > 0.

Dimostrazione : consideriamo a, b € R, allora posso costruire b—a e b+ a infatti se conside-
ro la retta reale e due punti a e b, se punto il compasso in b e lo apro fino ad a, allora se traccio
la circonferenza, questa si ri-interseca sulla retta in a + b, se invece come prima lo punto in b
con apertura fino ad @ ma poi lo punto in 0 mantenendo 'apertura e traccio la circonferenza,
allora questa interseca la retta in b — a nella parte positiva, come in figura

0 b—a a b b+ a

Quindi posso sottrarre e sommare. Ora se considero il piano reale, come in figura
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Considero a eb sull’asse orizzontale e traccio la retta passante per a e per 1 dell’asse verti-
cale, e poi traccio la retta parallela a quella tracciata prima e passante per b che sta sull’asse
verticale, I'intersezione di quest’ultima retta con 1’asse orizzontare e ab. Analogamente posso
dividere, sempre a e b traccio la retta passante per 1 dell’asse orizzontale e b sull’asse verticale

e traccio la retta parallela a questa e passante per a dell’asse verticale, l'intersezione di que-

st’ultima con l'asse orizzontale ¢ 7, come nel disegno

b

a

1
r.
0531

Quindi & un campo. Osserviamo adesso che perso a, posso costruire y/a, consideriamo il disegno
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—u‘ a

Consideriamo a, w ¢ 'unita ovvero ¢ = u e considero il segmento da —u a a, costruisco la

circonferenza che ha come centro il punto medio tra —u ed a e raggio “JQF“, allora l'intersezione
della circonferenza con 'asse verticale ¢ /a infatti come nel disegno ci si pud inscrivere un
triangolo rettangolo allora per le proprieta di similitudine (consideriamo x 'intersezione tra la

circonferenza e l'asse verticale) si ha cheu:z=1r:a= 1> =ua =a = z = \/a.

O

6.4.2 Teorema : Sia L = {a € C | « ¢ costruibile}, L ¢ un campo e per ogni o € L =

Va € L.

Dimostrazione : « = a+1b € L <= a,b € K quindi L e campo perché K e campo, inoltre
Va lo so costruire perché so costruire le bisettrici.
U

6.4.1 osservazione : I punti p costruibili sono intersezioni di rette e circonferenze con
coefficienti in K.

6.4.3 Teorema : o € L <= esiste una successione Lo =Q C L; C --- C L,, di campi con
a € Ly e[Li: L] =2 per ogni i.

Dimostrazione :

(=) : Supponiamo « costruibile. Siano zg,z1,---, 2, 1 punti costruiti per ottenere «, ora
z;+1 € costruito a partire da zp,--- , 2; e quindi ¢ intersezione di rette e circonferenze co coeffi-
cienti in Q(zo, - - ,2;) = L; siccome le rette e le circonferenze sono equazioni di secondo grado
si ha che Li+1 = Lz e [L,L'+1 : Ll] € {1,2}

(<=):SihaQ=LyC Ly C---C Ly, prendo o € L, e dico che « ¢ costruibile. Procedo per
induzione , se n = 0 ok. Ora fino a L,_; sono costruibili, consideriamo quindi L,, = L,,_1(a) e
a=+/B con 8 € L,_; ma f3 & costruibile quindi o = /3 & costruibile.

O
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6.4.1 Corollario : z € L = [Q(z) : Q] = 2™.

6.4.2 osservazione : Non si puo costruire con riga e compasso un poligono di 7 lati rego-
lare infatti [Q(&7) : Q] = ¢(7) = 6 # 2% per ogni k.

6.4.3 osservazione : 1l viceversa del corollario 6.4.1 ¢ falso infatti sia p(z) € Q|x] irriduci-
bile con dp = 2™, «a radice di p(z) quindi|Q(«) : Q] = 2. Se Gal(Kp)/K) = Sym = « non

e costruibile, perche non ¢ risolubile.
6.5 Esercizi

Sia P(x) = 2* + ax® 4 batc € Q[z], se facciamo la sostituzione x = 2’ + % allora p(z') =
2% + b'x + ¢ quindi possiamo sempre supporre a = 0 tanto con una traslazione ci riportiamo a

tutti i casi. Sappiamo inoltre che se p(x) € irriducibile su Q il gruppo di Galois di L/K dove L
¢ il campo di spezzamento di p(z) ¢ isomorfo a S3 oppure ad As.

6.5.1 esercizio : Determinare il gruppo di Galois di :

1) 23 —x+ 1.
2) 2% — 3z + 1.
soluzione : Consideriamo in generale 23 + ax + b, si ha che f' = 32% + a e f =0 <<

r19 = £,/—%, ed abbiamo che f(z,) = —§ —3+a1/—§+befx2 =5\ \/ 3 +0, se

li moltiplichiamo abbiamo f(x1)f(xq) = b*+ % = A. Il A ¢ il prodotto del massimo e minimo
relativo della curva

: : /J
e :

come si vede dal disegno se il massimo relativo e minore di 0 o il minimo relativo e mag-
giore di 0 si ha una soluzione reale se no tre e questo si puo distinguere con la positivita del
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A infatti se & positivo implica una soluzione reale se no tre reali. Ritornando all’esercizio si
ha che per 23 —x +1il A =1 — 2% > 0 = S5 infatti il suo gruppo di Galois si immerge in
S3, 3 divide la sua cardinalita ed inoltre il coniugio che scambia le due radici complesse ¢ un
elemento del gruppo ed ha ordine due, invece per 23 —3x +1il A = 1 —4 < 0 quindi ha tre
radici reali ay, s, i3 € K, K campo di spezzamento di 2® — 3z +1, ma non possiamo concludere
niente. Consideriamo o = (a; —ay) (g —a3) (e —a3) € K consideriamo ora il gruppo di Galois
G = Gal(K/Q) e facciamolo agire su K, allora ¢ — 40 si ha che se tutte le permutazioni
sono pari siha G=Asec € Qseno G =S3e0¢&Q. Ora 02 = —4a® — 27b*> = —27A perché

so che ag +as+as = 0, vjasas = —b e agas + asas + a3 = a quindi in conclusione se 02 & un
quadrato in Q = 0 € Q = G = A3, 0> € Q ma non ¢ un quadrato = 0 € Q = G = S,
in conclusione per 2> —x+1 ho 02 = 4—27 = —23 non ¢ un quadrato => G = Ss, in 23 —3x+1

ho 02 = 4-3% — 3% = 3* = (3%)? ¢ un quadrato = G = Aj.

6.5.2 esercizio : Determinare le corrispondenze di Galois tra le sotto estensioni del campo
di spezzamento L di 2% — 2 ed i sottogruppi del gruppo di Galois G = Gal(L/Q).

soluzione : Osserviamo che 7 — 2 = (22 — /2)(2? + V2) = (z — V2)(x + V2)(z — iv2)(z +
iv/2), quindi L = Q(i,v/2) (da vedere), si ha inoltre che [L : Q] = [L : Q(v/2)][Q(v/2) :
Q(v2)][Q(+2) : Q] = 2-2-2 = 8, si immerge in Sy quindi & un D,, voglio vedere come
sono fatti gli automorfismi. Abbiamo che una radice deve avere immagine in un’altra radice
quindi se v € G allora v(v/2) ha quattro possibili immagini poi y(—v/2) = —v(v/2) ed & gia
determinato dal precedente, poi si ha y(iv/2) = v(i)y(+v/2) che ha altre due possibili immagini,
ed infine v(—iv/2) = —v(iv/2); supponiamo ora di rinominare le radici {v/2, —v/2,iv/2, —iv/2}
rispettivamente con {1,2,3,4} si ha che :

o V2 =2 (1,2) op V2 iv?2 (1,3)(2,4)

1> —1 1> —1
piv2—iv2 (1,3,2,4) op? V2 V2 (3,4)
11 1> —1

P22 — =2  (1,2)(3,4) op V2 — —iv2  (1,4)(2,3)

11 1 —1
PP V2— —iv2  (1,4,2,3) Id: 2 +— V2 e

In D, i sottogruppi di indice due sono < p >, < o,p* >, < op,p® >, i sottogruppi di in-
dice quattro sono < p? >, < o >, < ogp >, < op® >, < op® > e poi c’¢ {e} quindi si ha il
diagramma di inclusioni
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fe} L

<pP> <o> <op*> <op> <opd> L<r*>  [<o>  [<op*> L<or>  [<op®>
<p> <op> <oppt> L<P>  [<op’> T [<opp’>
D, LPs

esplicitamente si ha L<°"> = Q(v/2,i), L7 = Q(iv/2), L<"*> = Q(v/2), L<"> = Q(+v/2(i +
), L = QB - 1), L9 2 Q). L ZQ(vE), L = QivD),

6.5.3 esercizio : Trovare il gruppo di Galois del campo di spezzamento del polinomio
p(r) = 2° — 4o + 2.

soluzione : Il polinomio ¢ irriducibile su Q per Eisenstein, sappiamo che il gruppo di Ga-
lois si immerge in S5 ed ha almeno un elemento di ordine 5. Ora p/(x) = 5z* — 4 che ha due
radici come si vede dal grafico

Allora p(x) ha una o tre radici reali, ma p(1) < 0 quindi ha tre radici reali e due comples-
se. Abbiamo un elemento di ordine 5 e siccome ci sono due radici complesse c¢’¢ il coniugio che
le scambia ed ha ordine 2, osserviamo che S5, siccome 5 € primo, ¢ generato da un 5-ciclo ed
un qualsiasi 2-ciclo quindi G = S5.
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6.5.4 esercizio : Studiare il gruppo di Galois dei seguenti polinomi :
1) 2t + 422 + 1
2) zt — 42% + 2
3) z* + 42% — 2

soluzione : Facciamo uno studio generale partendo da p(z) = x* + az? + b. Consideriamo
il polinomio g = t> +at +b, il A = a® — 4b, siccome le radici di ¢ sono della forma #
abbiamo che i campo di spezzamento di ¢ Q(\/Z) che é contenuto nel campo di spezzamento
di p, ora abbiamo due casi, se A ¢ un quadrato in Q allora p si fattorizza come (? — a)(z% — 3)
e abbiamo il diagramma di inclusioni

allora

Q3 VB)

/\
\/

se nessuno tra «, ¢ un quadrato abbiamo che Q(y/a) e Q(v/B) sono sotto estensioni nor-
mali perché di grado due quindi G = Z /o7 X Z /97, se uno fra «, 5 & un quadrato abbiamo che
G = Z/97 se sono entrambi quadrati si ha G = {e}. Possiamo allora supporre che A non sia
un quadrato allora p si fattorizza in Q(v/A) come (2% — w; ) (22 — wy) e di conseguenza si ha il
diagramma di inclusioni

K
/ \
Q(\/Z7 wl) Q(\/Za \/w_2)

/
Q(WVA)

Q

a questo punto notiamo che /w1 /ws = Vb quindi ci sono 3 ulteriori casi, se b ¢ un qua-
drato in Q allora /oy € Q(,/wz) e viceversa, se b & un quadrato in Q(v/A) ma non in Q allora
Vw1 € Q(A, \/as) e viceversa, infine se b non & un quadrato ne in Q(v/A) ne in Q allora si ha
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il campo Q(A,wy,b). Ora risolviamo gli esercizi :

1) p(z) = 2* 442241, b = 1 & un quadrato in Q e A = 12 allora in Q(A) = Q(2v/3) il polinomio
si fattorizza in (22 +2 — v/3)(2% + 2+ v/3), mi chiedo se 22 4+ 2 — v/3 ha soluzione in Q(v/3), se
fosse vero esisterebbero a,b € Q tale che z = a4 bv/3 = 2> = a® + 3b*> + abV/3 = { azgf;;”
ma questa non ha soluzione in @ quindi 22 + 2 — v/3 non ha soluzione in Q(v/3) allora

estendo a K = Q(v/3,\/V3—2) e questo ¢ il campo di spezzamento, in generale si avreb-

be K = Q(\/_ \/_1,\/_ 2\/_ VV3 =2, 1) (\/3, V3 — 2). Ora osserviamo che
[K : Q] =4 e che

g1 /W1 — /W2 G2 i /W1 — —4/W2
A/ Wo — /W1 N Wo —> —4 /W1

g3 /w1 —> =1 qa S — Jwor
VoA N - Ao
sono gli elementi di Gal(K/Q) = Gal(K/Q) =2 Z/az X Z/2z.

2) p(z) = 2* — 422+ 2, A = 8 = Q(VA) = Q(v2), b = 2 non & un quadrato in Q
ma lo & in Q(v/A), in questultimo p(x) si fattorizza in (z? — 22v/2)(2? — 2 — v/2), mi chie-
do se (2 — 2 — +/2) si fattorizza in Q(v/2), trovo = a + by/2 come prima, allora si ha

2 2__ . . . < . .
22 = a4 20> + 2abV/2 = {azz:;’:f svolgendo il sistema si trova che non puo esserci soluzione

quindi estendo a K = Q(v/2,1/2 +v/2) ed il gruppo di Galois ¢ Gal(K/Q) = Z/,y infatti
[K:Q]=4e 9 V& VY2 Y ordine 4.

Vs — — /e
3) p(z) = 2* + 422 -2, A = 24 = Q(A) = Q(v6), b = —2 non & quadrato ne in Q
ne in Q(A), p(z) si fattorizza in Q(v/6) in (22 — 2 — v/6)(2? + 2 — /6) con dei conti del
tutto analoghi ai precedenti si vede che 2 + /6 non ¢ un quadrato in Q(\/é) allora esten-
do a Q( V6, \/—2\/_ usando lo studio precedente ottengo che il campo di spezzamento e

Q(VA, \/wr, Vb) = Q(v/6,/—2v6,/—2) che ha grado 8 come si vede dal diagramma
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Q(VA, /w1, Vb)

E

,Vb)
X
/ Q(Vb)

Q

(VA
/
Q(VA) \

si immerge in Sy quindi ¢ un 2-sylow di Sy e percio Gal(K/Q) = Dj.

6.5.5 esercizio : Sia K = Q(v/2,v/3, v6), determinare :
1) [K: Q)
2) F minima estensione di K normale su Q e determinare Gal(F/Q).
3) Contare e esibire le sotto estensioni L C F tale che [L: Q] = 2.

soluzione :

1) Noto subito che Q(v/2,v/3,v6) = Q(v/2,v6). Mi chiedo se v2 € Q(v/6), se ci appar-
tenesse avremo che anche v/3 € v/2 quindi si ha che Q C Q(v/2,v3) € Q(v/6) e [Q(v/6) : Q] =
4 = [Q(v/2,v/3) : Q] ma Q(+/6) non & di Galois perché il suo polinomio minimo ¢ z* — 6 ed ha
radici ++v/6, +iv/6. In conclusione [K : Q] = [Q(v/6)(v/2) : Q(+v/6)][Q(v/6) : Q] = 8.

2) F/Q ¢ la chiusura di Galois di KQ, F ¢ campo di spezzamento di (z° — 2)(x* — 6) quin-
di F = Q(v6,v/2,i) = K(i) e siccome K C R = [F : Q] = 16 con le torri di esten-
sione, ora L, = Q(v/6,i) ¢ Ly = Q(v/2) sono linearmente disgiunte quindi Gal(F/Q) =
Gal(L1/Q) X Ly/Q = Dy X Z/9z e si ha il diagramma
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L /F\L
N
Q

3)Sia L C Ftaleche [L:Q]=2= L=F"conG/H =7/, = H D G = L]z, x{0}, allora
{H<G ||G:H|=2} + {H <G/G|[G/G": H| =2} quindi G/G' 2 Dy/7/7,xZ]7 = (Z]z)?

ora devo trovare tutti i sottogruppi di indice 2 e sono della forma Z/; xZ /7 ¢ sono % =T

che sono tutti i modi di scegliere due elementi distinti fratto tutti i possibili generatori di
Z / 7, X 7 / 7

6.5.1 osservazione : Sia F' = K(t1, -+ ,t,) una estensione non algebrica di K, si ha che

Gal(F/K) < S,, allora i coefficienti del polinomio f(z) = ﬁ (x — t;) sono S,-invarianti, si
i=1

ha che f(z) = isixl dove s; = Zn: ﬁtik allora L = K (s, ,8,) C F® e F & il campo di
i=1 i=1k=1
spezzamento di f(z) su L di grado n.

6.5.6 esercizio : [Q(&5,+/n) : Q] con n non quadrato in Q.

soluzione : Consideriamo il diagramma sottostante, sappiamo che Q(£5)NQ(y/n) € {Q, Q(yv/n)}
bisogna capire quando vale I'uno o l'altro.

Q(&, vn)

Q&) T
T

Q(
, Q&N Q(v/n)
| >
Q
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Se l'intersezione ¢ tutto Q(y/n) allora questo ¢ una sotto estensione di grado 2 su Q di Q(&5),
il gruppo di Galois di quest’ultimo & Z/(4Z} e quindi ne ha una sola che ¢ Q(&2) = Q(V/5)
quindi per n = 5 I'intersezione non ¢ banale e si ha Gal(K/Q) = Z/{4Z} se no si ha che Q(&5)
e Q(y/n) sono linearmente disgiunti e quindi Gal(K/Q) = Z/(4Z} x Z/({2Z} (da vedere).

6.5.2 osservazione : Mi chiedo quando Q(§,) N Q(y/n) dove p primo e n non quadrato in
Q. So che Gal(Q(&,)/Q) é ciclico quindi se I'intersezione non ¢ banale allora Q(y/n) & I'unica
sotto estensione di Q(&,) di grado due su Q (de vedere)

6.5.1 esempio : Gal(Q(&16)/Q) = (Z/162)* = Z )4z X Z ]9z, Gal(Q(&17)/Q) = Z /162

6.5.7 esercizio : Sia F' = Q(y/p1,- -+ ,/Pn) CON Py, - - , P, primi distinti. Allora [F': Q] =
2" e Gal(F/Q) = (Z/az)".

soluzione : Osserviamo intanto che F/Q é normale perché ¢ campo di spezzamento del po-

linomio (2? — p;) -+ (2® — p,), ora procedo per induzione sul numero dei primi. Se n =1 ¢&

ovvio, ora consideriamo F,, = Q(\/p1, - ,+/Pn) € Frni1(\/Pny1) CON P1, -+, Pny Ppyr primi di-
stinti, per induzione [F,, : Q] = 2" e Gal(F,,/Q) = (Z/9z)" inoltre si ha [F,1 : F,] < 2, ¢1
se \/Pnt1 € I}, se no vale 2, quindi cerchiamo di capire se \/p,11 € F,,. Consideriamo le sotto
estensioni L di F,, di grado 2 due su Q, in particolare L/Q ha grado 2 se e solo se esiste un sot-

togruppo H < Gal(F,/Q) tale che [G : H| = 2, osserviamo che Q(y/pf* - - - pér), con ¢; € {0, 1},
sono 2" — 1 sotto estensioni e sono tutte distinte perché in generale Q(y/a) = Q(v/b) <= ab &
un quadrato, ma in questo caso non accade questo, inoltre queste sotto estensioni sono tutte
distinte da Q(,/Pnt1), se dimostro che queste 2" —1 sono tutte e sole le sotto estensioni di grado
2 su Qdi F, allora \/p,1 € F,,. Quindi # sotto estensioni di grado 2 su Q = # sottogruppi
di indice 2 di (Z/2z)" = # sottogruppi di ordine 2" di (Z/z)" = 2" — 1 quindi si ha

Fn+1 - Fn(\/pn-l—l)

T

F, Q(y/Prt1)

Q
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e si ha che Gal(F,11/Q) = (Z/22)™ X Z/9z e quindi la tesi.
6.5.8 esercizio : Gruppo di Galois del campo di spezzamento di (2 — 5)(z® — 3).

soluzione : Osserviamo innanzi tutto che il campo di spezzamento ¢ Q(+/5, ¥/3, /—3), con-
sideriamo ora il diagramma :

K
| T
Ly =Q(V5,&) 9 Ly = Q(V3,&)
\ /
. Q(&)
2 S3
Q

Si ha che H = G&l(K/Q(fg)) = Gal(Ll/Q(fg)) X G(Zl(LQ/Q(Sg)) = Z/gZ X Z/gz, allora
[K : Q] = 18 e quindi H < G. Consideriamo o tale che o(v/3) = &vV/5 e o(€3) = & allora
0%(v/3) = &+/5 quindi ha ordine 3, inoltre 7 tale che 7(&3) = &2 e 7(3/5) = V/5 allora 72 = Id,
e consideriamo la sua estensione 7 € G si ha allora G = Hx., < 7 >= (Z/37 X Z/3z) X L],

con 7y : Z/az — Aut(Z /37 x Z/3z) tale che (1) = ~; dove 71((1 0)) =(2,0) e 1(0,1) = (0, 2),

visto in G si ha vz(0) = Fo7~! = o2

6.5.9 esercizio : Sia a = /5 + /5, calcolare il campo di spezzamento K di pgot su Qe
Gal(K/Q), contare inoltre le sotto estensioni cicliche di K su Q.

soluzione : Intanto L = Q(a) C Q(/5v/5) = L' e [L/ : Q] = 6, consideriamo il diagram-
ma :

/\
\/
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Si ha allora che o : I’ — Q dove o(/5) = 5:’,,\3/5 e 0(\/3) = ++/5 quindi lorbita di a &
{\3/3 +/5,6V/5 + /5, 5;3\3/3 + /5,5 — \/5} di conseguenza il campo di spezzamento di p, ¢
K = Q(3/5,v5,&) e [K : Q] = [L(&) : L)[L : Q] = 12 abbiamo quindi il diagramma

quindi Gal(K/Q) = Sz x Z/(2Z}. per concludere osserviamo che G' = Az x {0} = G/G" =
Z]oy X Z/oz quindi {H <G | G/H ciclico} <= {H < G/G" | (G/G")/H ciclico}.

6.5.10 esercizio : Sia K un campo e A = K|x,y,2] e sia [ = (23y3,y*2% 27) C (2,9, 2)
allora :

a) Esibire un ideale M massimale tale che M D I.

b) Esiste P primo non massimale tale che P O [ ?

¢) Calcolare VI = {a € A | a® € I per qualche n} D (zy,yz, x).

soluzione :

a) Consideriamo l'omomorfismo di valutazione v : Kz,y,2] — K tale che y(p(z,y,2)) =
p(0,0,0), il nucleo di questo omomorfismo ¢ l'ideale (z, y, 2), siccome I'immagine ¢ un campo,(z, y, z)

¢ massimale e contiene [.

b) Considero (x,y), si ha che K[z,y,z]/(x,y) = K[z] che ¢ un domino ma non un campo
quindi (z,y) € primo ma non massimale, inoltre contiene /.

¢) VI = (x,yz) (da vedere).
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